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II. Séries a termes réels positifs

Pour ’exercice 13 on utilise dans la derniere question le résultat de la question
2.b. du DM n° 1.

Exercice 13

1)

2)

3)

4)

L’intervalle R est stable par Arctan, donc pour tout n, 0 < u,. Par IAF,

1
pour tout x € R, 0 < Arctanx < x, donc 0 < up41 < 2un. En multipliant

cette relation par 2"*!, on obtient que (vy,) est décroissante et strictement
positive. Elle converge donc

A partir de la relation 0 < w41 < =y, et par récurrence, il vient |u,| <

2
1 t3
— |ug| donc u,, ——— 0. Puisqu’en 0 Arctant = ¢t — — + o(¢*), on obtient
on n——+o0o 3

1 2 1 4 202
Unt1 = 5Un <1 - %" + 0(Ui)> puis 2 u%( g” 0(ui))7 donc
1 4

| co

1 2

En multipliant la relation précédente par il vient ——

4n+1 ’
La série de terme général —— converge, donc par sommation téléscopique,
3.4n

1
la suite ) converge, ce qui prouve que A > 0.
n

On applique le théoréeme de sommation des relations de comparaison : quand
™= 2 11 8
N*>+OO Z Z w,cequidonne F*ﬁ’”m,donc
n=N n+1 n=N N :

-~
n
vi, vE 34

Exercice 16 A,

Posons f(t)

A T’aide d’une comparaison série-intégrale : Z f(

k=1
B, a+bn B, 2
doncln-" =InB,—InA, =ln | ——— | —=140(1) = In2—1dott == — =.
" " " (a +bn/2 (1) A, e
III. Séries a termes quelconques
Exercice 19
1) Ona =2 1 g tout entier naturel Lot n
na ~ — et, pour tout entier naturel n non nul, — = = x ——.
on—1 T gn 0P gn — 2 " gn-1
On reconnait la dérivée premiere de la série géométrique de raison %
n P . de séries 3 Stifs n—2
Z om—1 converge. Par comparaison de séries & termes positifs, Z o 1
n>1 n>=1
converge.
2) Cette série n’est pas & termes positifs : on étudie sa convergence absolue.
-1 1
Pour tout entier naturel n non nul, (=D = < . Or, la série
n2+1 n2+1
Z — converge (c’est la série de Riemann de parametre 2). Ainsi, par
n>1
. e s " (="
comparaison de séries a termes positifs, Z 3,7 converge absolument,
n=>0 nt+
donc converge.
1
. " In(2)
3) On a, pour tout entier naturel n non nul, V2-1= m —1l=en —1.

e A2 1 . 7>\ 23 1
N =AM gy Tolgw ) ) etentinun =50+ 5oss T ol g )

b(n+1) B,

— Zln + bk).

= In(a + bt) fonction croissante.

:a+

n

k) =nln(a+bn) —n+o(n)

Y2-1 In(2) L
2n+3 2 n?2

converge (c’est la série de Riemann de parametre 2). Ainsi,

Ainsi, V2 -1~ In(2)
n

et la série Z

. De plus, 2n+ 3 ~ 2n et donc



1)

5)

6)

V2-1

par comparaison de séries a termes positifs, E T3
n

n>1

converge.

converge vers 1 donc la série E —— diverge grossierement.
n+1 n+1
n=0

étudie sa
supérieur a

Cette série

convergence
cos(n!)
n3 + cos(n!)

n'est pas a termes positifs : on
absolue. Pour tout entier naturel n
|cosn!| 1 1

- < . Or
n3+cosn! " m3—1 ’

——— ~ — et la série
nd—1 nd

)

E — converge (c’est la série de Riemann de parametre 3). Ainsi, par
n
n>1

1
comparaison de séries & termes positifs, E 51 converge et donc, tou-
n3 —
n>=2
cos(n!)

jours par comparaison de séries & termes positifs, la série E =
n3 + cos(n!)

n=0
converge absolument, donc converge.

Sia >0, (In(14+n*)) converge vers In(2) ou diverge vers +oo, donc la série
Z In(1 + n®) diverge grossierement. Si o < 0, (In(1 4+ n®)) converge vers 0
n>1

et donc In(1 +n®) ~ n®. Or, d’apres les résultats sur les séries de Riemann,
Z n® converge si a« < —1 et diverge si —1 < « < 0. Ainsi, par comparaison
n>1

de séries & termes positifs, Z In(1 4+ n%) converge si o < —1 et diverge si

n>1
—1<a<0.

1

2)

) Par croissances

Exercice 20

comparées, 2n(n + 1) = 0o(2") et donc
2 1 2\" 2\"
% =0 <<3> ) Comme la série 7;) (3) converge (c’est

la série géométrique de raison
2n(n+1)
371

=), par comparaison de séries a termes

positifs, la série Z

n=0

converge.
On a ensuite, pour tout entier naturel n,

2n(n+1)
3n

n(n —1)
3n72

2
=_ X
9

On reconnait les termes généraux des deux premieres dérivées de la série

1
géométrique de raison 3 qui sont des séries convergentes. Ainsi :

Xook(k+1) 2=Rk(k-1) 4R k2 2 4 1
Zng -2 T3 T =g X7 183X 1
k=0 k=0 k=0 (1_§) (1_§

On a, par croissances comparées, n?(n> + n + 1) = o(n!) et donc

2

n*+n+1 1 L. 1 , .. .

— = o (712) Or, la série E 3 converge (c’est la série de Rie-
n>1

mann de parameétre 2). Ainsi, par comparaison de séries a termes positifs,

n>+n+1
Z n!

n=0

converge.
On a, pour tout entier naturel n,

n*+n+1 n(n—1)
n! B n!

n 1
+2—|+j .
n!  nl!

Comme précédemment, les trois séries correspondant aux trois termes du



membre de droite convergent et donc
+00 ;9 400 +o0 +o0
kK*+Ek+1 k(k—1) k 1
2w X Trlptlm
k=0 k=0 k=0 k=0
“+ o0 400 + oo
k(k—1) k 1
=) T 2 Z i Z T
k=2
723_4 +§: Z@

“+o00

Zk'+21€§:0k'
=[4e] .

h=k—-2 k=k—1 =

(k—
i“f :
P k!
3) On a, pour tout entier naturel n,

i (rae ) = (e Y

_ n® —(n+2)(n—1)>2
‘1“(” (n+2)(n—1)2 >

=1n(1+"3—(”+2)(n2—2n+1))

(n+2)(n—1)?
I n® —[n® —2n% +n+2n? — 4n + 2]
=i (14 (nF 2)(n - 17 )

‘1“(1*0135@31?)

Or, . Or, la série

sn — 2 3 et donc 1 n?
e nelnp [—— > ) o2
(n+2)(n—1)2 n? (n+2)(n—1)2 n2
1

E — converge (c’est la série de Riemann de parametre 2). Ainsi, par
n
n>1

3

n
comparaison de séries & termes positifs, In{ —=
P P 7;0 ((n+2)(n1)2

Soit un entier naturel n supérieur ou égal a 3, on étudie la somme partielle

) converge.

d’ordre n de cette série :

Zln<k+23>:m<£[2 k+2 f1) )

On a, en argument du logarithme du membre de droite, des produits téles-
copiques. On peut se ramener a des sommes télescopiques ou bien montrer,
par récurrence (on trouve les formules en amont par un petit schéma), que,
pour tout entier naturel n > 3,

Mits-
paiiet k42
Ainsi, pour tout entier naturel n > 3,

Zln <k+231)2> =hn (M%)
~ In(6) +ln(

Hk:—l n .

(n+1 Y(n+2)

La somme recherchée est donc |In(6) |, car le second terme du membre de
droite converge vers 0.

n
ngk—l,alors(i):&Sin
n!

Soit n un entier naturel. Si 0 < > k,on a
n! El' " (n—k)!

A un décalage d’indices pres, on reconnait les termes généraux de la série
exponentielle de parametre 1 : cette série converge. On a ensuite, en posant

n=n-—k,
-« (1) -~
Z:()W_k'z k! kvzoni



5)

6)

On a

1 1 1 1
In (1 — n2>’ =—In (1 — n2> ~ o Or, la série Z 3 converge
n>1
(c’est la série de Riemann de parametre 2). Ainsi, par comparaison de séries

a termes positifs, Z In (1 - 732) converge absolument, donc converge.
n>=2

Soit un entier naturel n > 2, on peut exprimer la somme partielle d’ordre n

de cette série :

k-1 Sk —-1)(k+1
Zln(l—) ln(l_[l—):ln(k_2 12 ):ln(lg(;gﬂ

() (i)

On a, en argument du logarithme du membre de droite, des produits téles-
copiques. On peut se ramener a des sommes télescopiques ou bien montrer,
par récurrence (on trouve les formules en amont par un petit schéma), que,
pour tout entier naturel n > 2,

fet =

ﬁk—l 1 k:+1 n+1

Ainsi, pour tout entier naturel n > 2,

gln(l_;)zln(n;) ey ()

La somme recherchée est donc | —In(2) |, car le second terme du membre de
droite converge vers 0.

La série étudiée ici n’est pas a termes positifs : on étu-
die donc sa convergence absolue. Pour tout entier naturel n,

2
a a a 1
‘ln (cos (Q—n))’ =—In (1 + cos (2—n> — 1) ~ g X San On reconnait
1
ici la série géométrique de raison T qui converge. Par comparaison de séries

a
a termes positifs, la série Z In (cos (27)> converge absolument, donc

n=0
converge.

Soit un entier naturel n > 2, on peut exprimer la somme partielle d’ordre n
de cette série. On va, pour cela, utiliser une formule de duplication :

sin( a )—sin(2xi>—28m<a>cos<a>
on—1) on) on on

)

Ainsi,
n n a
In({cos{—)) =In cos | —
St (cox (51)) = (T on (5))
o 2sin 2%)
1 & sm( ,fl_l)
=1 2
" <2”+1 g sin (éik) )
B 1 sin(2a)
In <2"+1 x sin (2‘2)>
I <sin(2a)> I (sin (;))
2a (3w

sin(2a)
2a

La somme recherchée est donc ln< ) , car le second terme du

membre de droite converge vers 0.

Exercice 21 vn +1—n+2n+0( )doncun—( s + 0O (Z) est

terme général d’une série convergente.

Exercice 22  En développant et apres simplification, (24+/3)"+(2—+/3)" € 2Z
donc u,, = —sin ((2— v/3)"7). Puisque |2 — V3| < 1,u, ~ —(2 — V/3)"7 est

terme général d’'une série absolument convergente..
K1) (K1) 9
=\ X)X =1
n=0

—+oo 4o n
Exercice 25 Z (n+1)3 Z Z ik
n=0 k=0 m=0

via produit de Cauchy
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