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PSI* MATHEMATIQUES

Feuille d’exercice n° 02 : Rappels et compléments
d’algebre linéaire — Corrigé

I. Familles de vecteurs et sous-espaces vectoriels

II. Applications linéaires

Exercice 3

1) ‘ Cette assertion est fausse ‘ Par exemple, si u est la fonction identiquement
nulle (qui est bien un endomorphisme), alors (u(e;) ... u(e,)) contient forcé-
ment le vecteur nul, et est donc liée.

Supposons u injective. Soient Ay ... A, € Ktels que Mu(er)+...+Au(ey) =
0. On a donc, u étant linéaire, u (Aeq + ...+ Apep) = 0, et puisque u est

injective, on en tire Adje; + ...+ Aye, = 0. Mais la famille (eq,...,ep) est
libre, et donc Ay = ... = A, = 0, et ainsi
‘la famille (u(e1),u(e2),...,u(ep)) est libre ‘

2) ‘Cette assertion est vraie ‘ En effet, soient A;... A\, € K tels que Aje; +
...+ Apep = 0. On a donc u(Aier + ...+ Apep) = 0, et u étant linéaire,
Auler)+...+uley) = 0. Mais la famille (u(e1), u(ez), ..., u(ep)) est libre,
et donc A\ =... =), =0, et ainsi

‘ la famille (eq,...,ep) est libre ‘

3) ‘Cette assertion est fausse ‘ Par exemple, si u est la fonction identique-

ment nulle, alors (u(e1)...u(ep)) ne contient que le vecteur nul, d’ou
Vect(u(er) ... u(ep)) = {0}, et si E # {0}, (u(e1)...u(ep)) nest pas gé-
nératrice.
Supposons u surjective. Soit y € E. Alors il existe x € E tel que y = u(x).
Or (e1,...,ep) est génératrice, et il existe A\;... )\, € K tels que =z =
Aer+ .. 4+ ey, Aoty =u(Aer + ...+ Apep) = Aquler) + ...+ Apulep),
et ainsi ’ la famille (u(eq),u(ez),...,u(ep)) est génératrice ‘

4) ‘ Cette assertion est vraie | Mais on ne pourra la démontrer facilement qu’un
peu plus tard dans 'année. En effet, le fait que (u(e1),u(ez),...,u(ey,)) est
génératrice implique que u est surjective, et que F est de dimension finie,
dans ces conditions, un théoréme assure que u est aussi injective.
Supposons u injective. Soit = € FE. Alors wu(z) € E, donc il
existe A1...\, € K tels que u(z) = Mu(er) + ... + Mule,) =
u(Aier + ...+ Apep). Par injectivité de u, on a & = Ajer + ... + Apep,

et ainsi ‘ la famille (e1,eq,...,€,) est génératrice ‘

Exercice 5 Si dim F < 2, toute f € Z(F) est solution.

Sinon, soit f une solution. Pour tout & non colinéaire a u il existe donc a,,b, € R
tels que f(z) = azu + by

Soit x,z" € E tels que (u,z,z’) soit libre. L’égalité f(z + ') = f(x) + f(a')
donne (gt — @z — @y )t + (bptar — bz)T + (bpgar — by )2’ = 0. Par liberté de
(U, 2,2"), Dygar = by = by €t Qpyar = agp + Ay

11 existe donc b € R tel que pour tout x € E non colinéaire & u, b, = b (ce qui
prouve l'unicité de by).

Soit = non colinéaire & u. Alors (u + x) ne I’est pas non plus donc f(u+ z) =
ytat+b X (u+ ). Mais aussi f(u+xz) = f(u)+ f(z) = f(u) + azu+ bz, donc
f(u) = (aytz — az)u + bu. Donc finalement, le résultat : il existe a,,b € R tels
que f(x) = azu + bz est valable pour tout = € E.

Donc azu = f(x) — bz, ce qui prouve donc aussi I'unicité de a,.

On peut donc considérer la fonction a : x + a,, et on montra facilement qu’elle
est linéaire.

La synthese ne pose pas de probleme.

Exercice 9

1) Commencons par vérifier que pour tout x € F, ¢(x) =z : Soit € F. Par
stabilité, pour tout | € N, u!(z) € F, et donc p o ul(z) = u!(z).

Ainsi,
= =
aa) = 7D woepoutTi(a) = Y w outI(a)
j=0 j=0
=
=) ul(z) =ut(2)
k 4
7=0
=z

Or ¢(z) € Imgq, donc z € Im ¢ et il vient F C Imgq.
Ensuite, montrons que Img C F' : Soit x € Imq. Il existe alors ¢t € E tel



k—1
1 . . )
que x = q(t) = Z g u? opour~I(t). Or pour tout j, pouF~J(t) € F, donc
i=0

par stabilité, u/ o pou*~J(t) € F. Par combinaison linéaire, q(t) € F.
Donc avec la premiére inclusion, Img = F.

Enfin, soit € E : ¢(x) € Im g donc g(z) € F, et alors avec le tout premier
point, g o g(x) = ¢(z).

Finalement ¢ o ¢ = ¢ et ¢ est bien un projecteur.

2) Montrons que uo g =gqowu : Soit z € E. Alors

k—1
1 . .
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= pou(a:)—i—ZuJopouk I (u(z))
j=1
k—1

Par conséquent Ker g est stable par u, et c’est un supplémentaire de F'
puisque F' = Im q et ¢ est un projecteur.

Exercice 10

n
1) On va commencer par montrer que la somme ZIm p; est directe. Soit
i=1

n
(y1,--.,yn) dans Impy X - - - xIm p,,. On suppose que Z y; = 0. La condition
j=1

2)

3)

pi o p; = 0 pour tout ¢ # j montre que p; (y;) = 0 pour tout ¢ # j. Soit

n n
alors i dans [1,n]. De p; Zyj = 0 on déduit Zpi (y;) = pi (i) =
Jj=1 j=1
m
y; = 0. On en conclut que la somme ZIm p; est directe. Montrons alors
i=1

que @Im p; = E. Soit ¢ dans [1,n]. Par hypothése p; # 0, et on a donc
i=1

m m
dimImp; > 1. Comme dim@lmpi = Zdim Imp;, on en déduit que

i=1 i=1
m

m

dim@Impi > m. Or on a supposé m = n, donc @Impi est un sous-
i=1 i=1

espace vectoriel de F/, de dimension supérieure ou égale a dim E. Il en résulte

que éImpi =F.
i=1

Soit (A1,. .., Ap) dans R™ tel que Z Aip; = 0. Soit j dans [1,n]. On a alors
i=1

m m

pj © (Z )\ipZ) = Z Aipj o p; = 0. Comme par hypothése ¢ # j entraine
i=1 i=1

pj op; = 0, on en déduit /\jpf = A;jp; = 0. Comme p; est un projecteur non

nul, il en résulte que A; = 0. On a ainsi montré que la famille (p1,pa, ..., Pm)

est libre.

Soit f dans £ (R™). Montrons que f appartient au commutant de p si et
seulement si le noyau et I'image de p sont stables par f. On sait déja que cette
deniére condition est nécessaire (exercice classique : si u et v commutent,
image et noyau de u sont stables par v), montrons qu’elle est suffisante. Soit
x dans E. Comme p est un projecteur on a E = Ker p @ Im p, il existe donc
(z1,22) dans Kerp x Im p tel que = x1 + 2. Comme on a p(z) = z1, on a
Fop(@) = f (1) et par ailleurs, po f(x) = p(f (x1) + f (22)) = f (a1), car
par hypotheése Im p et Ker p sont stables par f. On sait que f appartient au
commutant de p si et seulement si le noyau et 'image de p sont stables par
f. Soit k le rang de p, soient (eq,...,ex) une base de Imp et (exy1,...,€n)
une base de Ker p, comme E = Kerp @ Im p, la famille (eq,...,e,) est une
base de E. Les sous-espaces vectoriels Im p et Ker p sont stables par f si et



4)

seulement si dans la base (eq, ...

Al 0\ Imp
0| B ) Kerp
2

On en déduit que la dimension du commutant de p est k% + (n — k).

,en), | admet une matrice de la forme :

On va essayer de construire une famille libre de projecteurs a partir des
matrices F;;. Pour ¢ dans [1,n], la matrice Ej; est la matrice d’un projecteur
de R™. On peut constater que pour ¢ et j dans [1,n] avec ¢ # j les matrices
E;; + E;; sont également des matrices de projecteurs (il suffit de calculer
leur carré pour s’en convaincre). On peut regrouper toutes ses matrices dans
la description suivante : Soient ¢ et j dans [1,n]. On définit P;; la matrice
égale & Ey;; + (1 — 6;5) E;; (ou 6;; est le symbole de Kronecker). La famille
des (Pij)(i,j)eﬂl,n]P est une famille de matrices de projecteur. La liberté de
la famille des (Eij)(i,j) e[1,n]2 Permet de montrer sans difficulté la liberté de

la famille des (P;;) En effet soit (a;;) ( dans R™" telle
que :

(4,5)€[1,nk2"

Z aijPij =0.

(i,)€[1,n]?

i,7)€E[1,n]?

En remplacant P;; par son expression E;; + (1 — 0;;) E;;, on constate que
pour ¢ # j le seul coefficient devant E;; est a;;; tous ces coefficients sont
n

donc nuls. La relation (1) se simplifie alors en Z a;; By = 0, dont on déduit
i=1

que pour ¢ dans [1,n] les a;; sont tous nuls.

On a donc ainsi construit une famille de projecteurs de R™ qui est libre

et dont le cardinal est n?. Comme £ (R") est de dimension n?, la famille

proposée est une base de £ (R™) et elle est donc de cardinal maximal.

II1. Trace

Exercice 14

1)

Soit f de 4, (K) dans Z(#,,(K),K), telle que f(A) = (M — tr (AM)).
Montrons qu’elle est injective : soit A € ., (K) telle que pour tout M,
tr (AM) = 0.

2)

1)

Soit k,l € [1,n] et la matrice élémentaire Ey ;. Alors AE),; est la matrice
dont toutes les colonnes sont nulles, sauf la colonne n° [, qui contient la
colonne n° k de A. Ainsi cette matrice a sur sa diagonale n — 1 zéros, et a;
sur sa [-eme ligne et [-éme colonne. La condition tr (AE}) ;) = 0 implique
que a;; = 0, et ce pour tout k,[, donc A = 0.

Donc f est injective. Mais f est un endomorphisme en dimension finie, donc
f est également surjective, ce qui donne exactement le résultat voulu.

On raisonne par ’absurde.

Soit H un hyperplan ne contenant pas de matrice inversible. En particulier
I, € H, et donc Vect I, est supplémentaire de H.

Si i # j, on décompose la matrice élémentaire E;; sous la forme E; ; =
hij + Aijln, ot h; est la composante sur H et A; ; € K. Mais si A;; # 0,
hij = Fyi; — Aijl,, est inversible, car c¢’est une matrice triangulaire n’ayant
que des A; ; sur la diagonale : c’est absurde. Donc les E;; avec i # j sont
dans H.

0 1 .

Or M = (I 0) = FEi,+ Z E; ; est dans H par combinaison
n-l 1<j<ign

linéaire d’éléments de H, or elle est inversible. D’ou une contradiction.

Exercice 15

On procede par récurrence sur n.

e Le résultat est évident pour n = 1, car la seule matrice de trace nulle de
A1 (K) est la matrice nulle, qui est bien str semblable & elle-méme.

e Soit n € N* telle que toute matrice de trace nulle de ., (K) est semblable
a une matrice a coefficients diagonaux tous nuls.

Soit M € M,,11(K) de trace nulle.

- Si M est une homothétie de rapport A, alors tr M = 0 implique que A = 0.
Donc M est nulle, elle est semblable a elle-méme, et on a le résultat voulu.
- Sinon il existe un vecteur X tel que (X, M X) est libre. Alors on peut
compléter (X, M X) en une base (X, MX,Ys,---,Y,) de K*""!. Dans cette
base, si u est ’endomorphisme canoniquement associé a M, la matrice de u

est de la forme M’ = ou N € #,(K). Les matrices M et

M’ représentant le méme endomorphisme dans deux bases différentes, elles
sont semblables.
Comme tr M = 0, alors tr (M') = 0 donc tr N = 0. On peut alors appliquer



I'hypothese de récurrence : il existe P € ., (K) inversible et B € .#,,(K)
4 diagonale nulle telle que B = PNP~!.

Posons QQ = (1) 2, . Alors @ est inversible est Q! = <(1) P0_1>'

Enfin, en effectuant des produits par blocs :

QM/Qfl — <

o )

pPNp-1 : B
k k

et cette derniére matrice est bien a diagonale nulle, et elle est semblable a
M’ et donc aussi & M.
L’hérédité est ainsi acquise et on conclut par principe de récurrence.

2) Si M = PNP~! avec N n’ayant que des 0 sur la digonale, on pose N =

. . Mg

ni;) et pour ¢ Tij =
( z]) 1% ?é 7y Tij o — o
& deux distincts. On pose z;; = 0. Si X = (2;5) et D =diag(ay), alors
N=XD-DX doit M =BC —CBavec B=QXQ 'et C=QDQ "

, ou les aj sont des complexes deux

IV. Polynéme annulateur

Exercice 22

1) Soit z € KeruNImu. z = u(y) et 0 = u(0) = v?(z) = u3(y) = —u(y) = —=.

2) o Soit x € Ker(u? + 1d). u?(z) + = 0 donc = —u?(x) € Imu. Donc
Ker(u? +1d) C Im .
e De plus (u? + Id) o u = 0 donc on a I'inclusion réciproque.

3) Si u est injective, Keru = {0}, donc Imu = R?® = Ker(u? + Id). Donc
u? = —Id. et donc (detu)? = —1, ce qui est absurde car detu € R.

4) Imu est stable par u. Soit u' = u|im . Avec la question 2, u'2 = —Id. Alors
(detu')? = (—1)*8%, donc rgu est pair. Comme u # 0, alors rgu = 2.

5) Imu est stable par u. Soit 4’ = u|im . Avec la question 2, u/? = —Id. Si v/
est une homothétie de rapport X, alors A2 = —1 : c’est absurde.
Donc u’ n’est pas une homothétie, donc il existe € Im u tel que (x, u(x)) est
libre : c’est donc une base de Imu. On la compléte en une base (y, z, u(x))
de R3, avec y € Keru. Puisque u?(x) = —z, on a le résultat voulu.
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