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PSI* MATHEMATIQUES

Feuille d’exercice n° 03 : Intégrales généralisées —
Corrigé

I. Révision de lére année

On trouve :

1) [BLdt = JIn(t)?

2) f%dt: I |1+ ¢3| (sur ] —1,+o0] et sur | — oo, —1[)
8) [ i = 3 arctan(t?)

4) ftantdt = —In|cost| (sur les intervalles de définition)

5) [ AL =1In|Int| (sur les intervalles de définition)

Exercice 4

6) [cos®tdt=sint— Sm t = %cos%sint—k%sint.
7) [cos?tsin®tdt = L cos®t — 4 cos®t

Exercice 5
1) [Intdt =tInt—¢
2) [tarctantdt = 1t?arctan(t) — £ + 1 arctan(t)
3) [(P—t+1)e tdt=—(2+t+t*)e"

Exercice 6

1) / V1—t2dt =

2) /1 t+t(1nt)

dt
3) / P In2+1—In(e+ 1) (changement ¢t = Inu)
0

% (changement ¢ = sin §)
7
4

(changement u = Int)

4)/m—tdt—4+2\/§ln2—4\@
5)/ sint :@ﬂ_

3+ cos2t t 9

II. Convergence et intégrabilité

Exercice 14

1) e L’application f:xz+— \/15;22 est continue sur ]0;1], et f >0

— Etudeen 0 :

Ona : f(x) v ﬁ = 211/2.
D’aprés 'exemple de Riemann en 0(1/2 < 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, on conclut : f est intégrable sur ]0; 1].

2) L’application f : z +— Sm?‘% est continue sur [0; 400/

— BEtude en +oo :

On a, pour tout x € [1;+00[ :

| sin z + cos z| 2 2
|f(z)| = < = 3)2
Vad+1 Vad+1l

D’apreés l'exemple de Riemann en +00(3/2 > 1) et le théoréeme de
majoration pour des fonctions > 0, on déduit que |f| est intégrable sur
[1; 400, donc sur [0; +oo[, puis, par définition, on conclut : f est intégrable
sur [0; +oo.

Inz

Va1

3) - L’application f : x +—— est continue sur [1;4o0[, et f >0

— BEtude en +o0o :

Ona : f(z)

Inx
T—+00 x3/2
——~

notée g(x)



4)

5)

6)

Et :

par prépondérance classique.
D’otl, au voisinage de +o0o:  2%/4g(z) <1
puis : 0 < g(z) < ﬁ

D’apres ’exemple de Riemann en +00(5/4 > 1) et le théoréme de majoration
pour des fonctions > 0, g est intégrable sur [1;+o00|, puis, par théoréme
d’équivalence pour des fonctions > 0, on conclut : f est intégrable sur

[1; +ool.

b

L’application f : z — +1 est continue sur ]0;1], et f >0

— FEtudeen 0 :

Ona : f(z) 0 \/% = 111/2

D’apres ’'exemple de Riemann en 0(1/2 < 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, on conclut : f est intégrable sur ]0;1].

L’application f : z — mdlnﬁ est continue sur ]0; 1], et f < 0. Considérons

g=—-f=0.
— FEtudeen 0 :

Iz —Inz

tg(x) = 3422

:v:O 2
notée h(x)
On a, pour tout z €]0;1/e]: —lnx > 1,
th(z) > 5 >0.
D’apres 'exemple de Riemann en 0(2 > 1) Papplication x —— 2, n’est pas

intégrable sur ]0;1]. D’apres le théoréme de minoration pour des fonctions
> 0, il s’ensuit que h n’est pas intégrable sur ]0;1], puis, par théoréme

donc

d’équivalence pour des fonctions > 0, g n’est pas intégrable sur 10; 1]. Enfin,

comme f = —g, on conclut que f n’est pas intégrable sur |0; 1].

L’application

fraxr— — (\/x2+x+1—\/x2—x—|—1)

et f=0

est continue sur [1; 400

7

8)

— Etude en 400 :

On a, en utilisant une expression conjuguée :

1(z2+x+1)—(:1727:17+1)

T2tz +1+Ve2—z+1
2 2 1

_\/$2+x+1+\/x2_x+1m—>+oo% QL'.

fz) =

D’apres 'exemple de Riemann en +oo et le théoreme d’équivalence pour
des fonctions > 0, on conclut :

f n’est pas intégrable sur [1' +ool.

L’application f : z — \/j est continue sur |—1;1[, et f >0
— Etudeen 1 :
On a :
1 1
€Tr) = =
i) Vi—ab /(1 —22) (1 + 22+ at)
_ 1
VI —z)(1+2)(1+22+at)
1 1 1 1

Nw—)l,/(l_x).g.g, V6 (1— )1/2

D’apres 'exemple de Riemann en 0(1/2 < 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, on déduit que f est intégrable sur [0;1].

— FEtude en -1

Comme f est paire et que f est intégrable sur [0; 1], il s’ensuit que f est
intégrable sur | — 1;0].
: f est intégrable

Puisque f est intégrable sur | —1;0] et sur [0; 1[, on conclut

sur | —1;1].
L’application f : z +—— \/% est continue sur | 0; +00[.
— Etudeen 0 :
) _ 1
Ona :|[f(z)| = Islsri:;|4 o \l/% =

D’apres 'exemple de Riemann en 0(1/2 < 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, | f| est intégrable sur |0; 1], donc, par définition, f
est intégrable sur ]0; 1].



— FEtude en 400 :
Ona : |f(30)\:\)%7324 < 5

D’apres ’exemple de Riemann en +00(2 > 1) et le théoréme de majoration
pour des fonctions > 0, |f]| est intégrable sur [1; 4+o0c[, donc, par définition,
f est intégrable sur [1;+oo].

Puisque f est intégrable sur |0; 1] et sur [1; +00[, on conclut : f est intégrable
sur ]0; +o0.

1422%e®
$2+072”"

9) L’application z+—

est continue sur |—oo; +00|, et f = 0.

— Etude en —00 :

Ona :
2,—x 2.,—x
_ l+4zx%e R
f(x)_ 2 2 ~ 2 - Le
2+ e7%% z—w—00 e 4% S~~~
notée g(x)

et : x2g(x) = 2*

e — 0,
Tr—r— 00
donc, au voisinage de —oo : 2%g(z) < 1,
puis : 0 < g(z) < 5.
D’apres 'exemple de Riemann en —oo(2 > 1) et le théoréme de majoration

pour des fonctions > 0, g est intégrable sur |—oo; —1], puis sur | — 0o; 0].

Par théoreme d’équivalence pour des fonctions > 0, il s’ensuit que f est
intégrable sur ]—oo;0].

— Etude en 400 :

. _ 14z " 1
Ona : f(2) = HEer ~ L,

2 T

car ze~* —— 0, par prépondérance classique.

r——+00
D’apres 'exemple de Riemann en +00(2 > 1) et le théoréme d’équivalence
pour des fonctions > 0, il s’ensuit que f est intégrable sur [0; 4o0].
Puisque f est intégrable sur | — 00; 0] et sur [0;+o00[, on conclut : f est
intégrable sur | — oo; +00].

xT +oo
f(x) = £(0) +/ f(t)dt — £(0) +/ f/(t)dt. Donc f a

0
une limite finie en +00. Comme f est intégrable en 400, cette limite est nulle.

Exercice 15

Exercice 17

1) (=) : caractérisation séquentielle.

n+1 T
(<:):APCR|f|<5,etl—5</ fée,doncl—2s</f<2s.
0 0

n n+m/2
2) (<«=) est fausse. Exemple : f(z) = sin(2nz) : / f =0 mais / f=1
0 0

III. Calculs, limites et équivalents d’intégrales généralisées

Exercice 22

1) a) Existence :

P . . . 1 . .
— Lapplication f : z — —=——= est continue sur [1; +o0], et
f=0.
— Etude en 400 :
Ona : f(z) = ——— -

zvVx2+x+1 mﬁ;\;oo T
D’apres exemple de Riemann en +o0o(2 > 1) et le théoréme d’équiva-
lence pour des fonctions > 0, f est intégrable sur [1; +ool.
+oo 1

1 zvri+x+1

On conclut que 'intégrale [ = dz existe.

b) Calcul :

Commencons par éliminer le facteur  du dénominateur, a ’aide du
changement de variable t = %

[ i ()L e
Lyl WP o VTH P

Effectuons une mise sous forme canonique :

24t41=(t+1)°+3

:i(H;(H;)Q) ((f))
2t+1

Par le changement de variable u = 75



V3
1 3
1:/ L V3,
1

VA LSS (14u) 2

Vi
— [ =
1/V3 V 14 u?
= [Argshu]z//g\/g

= [ln(u—i— 1+u2};//§\/§

zln(\/§+2)—ln<\}g+5§>
=In(vV3+2)—Inv3

V342 3+2V3
=ln=—*°
V3 3

=In

2) a) Existence :

— L’application f : x — m est continue sur |—oo; +00][, et

f=o.
— Etude en 00
On a : f(x) ~ x% D’apres 'exemple de Riemann en foo
Tr—rL 00

(4> 1) et le théoreme d’équivalence pour des fonctions > 0, f est
intégrable sur | — co; —1] et sur [1;+o0o[, donc f est intégrable sur
] — 003 +o0].
+oo 1
On conclut que l'intégrale I = / ————— du existe.
2
oo (ZZ24+z+1)
b) Calcul :
Par mise sous forme canonique :

P 4r+l= .T—i—l 2—}—§
B 2 4
e e DY) 23 (e (22
4 3\""2) ) 1 V3
Effectuons le changement de variable ¢ = 29\”/%1

—+oo
1:/ e
oo (B2 42 +1)

_ /+oo @ dt B 8\/§ /+oo 1 "
o (J2+1)° 9 e 41

notée J

+o0 1
Par parité : J = 2/ —
o (241
Par primitivation par parties :

/ a1 _/t 2t
2241 241 (t2+1)2
t 12
=42 [ ———
t2+1 /(752+1)2

ot / dt / dt
241 241 (2 + 1)

d’ou :
dt t dt t
2 = = Arctant
/(t2+1)2 t2+1+/t2+1 g Toretan
“+o0
On déduit : J = t211 + Arctan t}o =1z,
et on conclut : [ =8¢3J =837 — ‘Lgﬁ.

3) a) Existence :

— L’application f : x ‘”_A;# est continue sur |0;+oo[, et
f=0.

— Etudeen0 :Ona :

flo) = TR

3 3

donc f est intégrable sur ]0; 1] (faux probleme).



b)

— Etude en 400 :

. _ z—Arcts 1
Ona : f(z) = =252 ol T
D’aprés 'exemple de Riemann en +00(2 > 1) et le théoréme d’équiva-
lence pour des fonctions > 0, f est intégrable sur [1; +o0[.
Puisque f est intégrable sur |0; 1] et sur[l;+oo[, f est intégrable sur
105 +o0f.

x — Arctanz

+o00
On conclut que l'intégrale I = / dx existe.
0

3
x
Calcul : Calculons des primitives, en utilisant une primitivation par
parties :

— A
/ T rctan x da

3

x — Arctanx . / ] 1 1 d
= —-—— J— — x
212 14+22) 222

x — Arctanx L / 1 q
=— T.
22 2 (14 2?)

notée J(x)
On a, par calcul élémentaire ou par décomposition en éléments simples :
J(x) / Lol NVae= -1 avctana +
x)= — — —— |dx = —— — Arctanz e.
2 1422 T

D’ou :

/:U — Arctanx d 1 .
v = —
3 2z 2z

notée F'(x)

Arct 1
LGx + iArctanx—f— Cte .

Ona : F(x) - T
Tr—+00

Pour déterminer la limite de F'(x) lorsque z — 0, groupons les termes
de fagon a résoudre la forme indéterminée :

Arct — 1
F(z) = Arctah = @ ;I;Qx a: + 3 Arctanx

:2;(<x—§+0(1‘3)) —x)—&-;o(l):O(l)a:gO

On conclut : I = [F(z)]§>™ =

4) a) Existence :

1+x
z(l—z

— L’application f : x — est continue sur |0; 1[, et f > 0.

— Etudeen 0 :
Ona : f(x) o ﬁ = 1.
D’apres I'exemple de Riemann en 0(1/2 < 1) et le théoréme d’équi-
valence pour des fonctions > 0, f est intégrable sur ]0; 1/2].

— Etude en 1

. 2 _ 2

Ona : f(f,n) le \/ﬁ = W
D’apres 'exemple de Riemann en 1(1/2 < 1) et le théoréme d’équi-
valence pour des fonctions > 0, f est intégrable sur [1/2;1].
Puisque f est intégrable sur |0;1/2] et sur[1/2; 1], f est intégrable
sur |0; 1[.

1 1+zx

0 Vz(l—2z)

b) Calcul : On a, par une mise sous forme canonique :

— )
(3 0)=i ()
:i<1—4(m—;)2> =i(1—(2x—1)2)

Effectuons le changement de variable t =2z — 1 :

On conclut que 'intégrale I = dzx existe.

[ V)

z(l—2)=-2"+2=—(

1

I— LT 4,
0 z(1—x)
1 14 1t 4
< Ea-#)

_1/1 3+t
_2_1\/1—t2
1 J—
- (i b
\2V1I—-t2 2y1-—¢

3 , 1 Vo3
= | = Arcsint — =+/1 — 2 = —
2 2 2
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