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Feuille d’exercice n° 04 : Espaces vectoriels normés

I. Normes et distances

Exercice 1 (%\) Soit E l'espace vectoriel des fonctions de classe €
sur [0, 1] telles que f(0) = 0.

1) On pose pour tout f € E, N(f) = ||flloo + |f']loo- Montrer que N
est une norme sur E.

2) Montrer que, si f € FE alors, pour tout =z € [0,1]
fay == [Telv+ o)

3) On pose, pour tout f € E, N'(f) = ||f + f'|loo. Montrer que N’ est
une norme sur F, équivalente a N.

Exercice 2 Soit E = C([0,1],IR) le R-espace vectoriel des applications
continues de [0, 1] vers R, muni de la norme Ny, :

Soit g € E. Pour toute fonction f de E, on pose Ny(f) = Noo(f9).

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur la fonction g pour
que Ny soit une norme sur .

2) Dans ce cas, a quelle condition sur g les normes NN, et N, sont-elles
équivalentes 7

Exercice 3 (OD)
|z + ty|

su )
teﬂg 1+t

Pour tout (z,y) € R?, on note : N(z,y) =

1) Montrer que l'application (z,y) — N(z,y) est une norme de R2.

2) On cherche & comparer cette norme a la norme euclidienne. Soit
(z,y) € R
(i) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, majorer N(z,y) a
laide de ||(z,y)||2.

(ii) Montrer que N(z,y) > max (\az—;—yj M

), et en déduire
une minoration de N(z,y) a l'aide de ||(z,y)]|2.
(iii) Calculer N(z,y) pour (z,y) = (0,1) et (z,y) = (1,0).

(iv) Conclure.

Pour une suite L = (¢) € RY, on associe & un polynome
400

P € R[X] écrit sous forme développée-réduite P =Y  aX ¥ 1a valeur

k=0

Exercice 4

—+00
NL(P) =" |aptyl-
k=0

1) Donner une CNS sur L pour que Ny, soit une norme sur R[X].

2) Soit L, M € (R*)N. Donner une CNS sur (L, M) pour que Ny et Ny
soient équivalentes.

Exercice 5 ( %\)

1) Montrer que I'on définit deux normes sur E, en posant pour P =

p
Z aiXi :
i=0

Soit E = R[X].

1 p
1P = [ PO Pl =Y Ja
=0

2) Montrer qu’il existe o > 0 tel que V P € R[X], ||P|| < « || P]|;-
3) Existe-t-il 5> 0 tel que VP € R[X], ||P|l, < B|P| ?



Exercice 6 (@%) Soit E' I'espace vectoriel des fonctions réelles de
classe ¢! sur [0,1]. Pour f € E, on note :

1
N() = 1£O1+ [ 1F@]dtet |7l = sup |f@)]
0 z€[0,1]
1) Montrer que N est une norme sur F.
2) Pour n € N* et z € [0,1], on pose :

fo(z) = %sin(wnw).

a) Calculer || fullo et N (fn)-

b) Vérifier que la suite (fy),, converge vers 0 pour la norme |.||
et ne converge pas vers 0 pour la norme N.
3) Montrer qu’il n’existe pas de constante C' telle que :

VieE, N(f) <Clfll-
4) Montrer que :
Vi€E, [flle <N

Exercice 7 On note L le R-e.v. des applications lipschitziennes de
[0,1] dans R, et E; = €1([0,1],R).

1) Montrer que ||.|| : L — R définie par :
171 = 15O+ sup 2T
z,y€[0,1] [z =yl
TFYy

est une norme sur L, et qu’elle n’est pas équivalente a ||.|| .
2) Montrer que Ny : E; — R définie par :

Ni(f) = 1£0)[ + sup |f'(1)]
te[0,1]
est une norme sur E1, et qu’elle coincide avec ||.|.

Exercice 8  Soit F un espace normé, z et 2’ dans E,r et v’ dans R*, B
(resp. B" ) la boule fermée de centre x et de rayon r (resp. de centre z’ et
de rayon ' ). Caractériser a l'aide de x, 2, r, ' 'inclusion B C B'.

II. Convexité

Exercice 9 Soit C7,Cs deux parties convexes d’un espace vec-
toriel réel E et soit s € [0,1]. On pose C = sC; + (1 — 5)Cy =
{sz+ (1 —s)y;x € C1,y € Ca}. Démontrer que C' est convexe.

Exercice 10 Soit C' une partie convexe d'un ev E. Montrer :

VpeN* V (21,...,2,) € CP, ¥V (A1,...,\p) € RTP,
p
/\1+-~‘+)\p:1:>2)\kzk€(7.
k=1

III. Suites a valeurs dans un espace vectoriel normé

Exercice 11  Soit A, B € .#,(R). On suppose que : (AB)" —— 0.

n—-+0o00

Montrer que : (BA)" —— 0
n—+00

Exercice 12 Soit (A;) une suite de .#,(R) vérifiant les propriétés

suivantes :
(ii) pour tout n € N, A,, est inversible

(iii) A,* = B € #,(R)

1) Montrer que A est inversible et que A~! = B.
2) Peut-on enlever la propriété |(iii)| ?



Exercice 13 On considére, dans R?, (Z,) = | v, | définie par :
Wn,
1 1 1
Uup Up+1 = 3Un — gWn + b
Zo=| wvo et Vn vn+1:%un+évn—§wn—§ .
1 1 1 7
wWo Wn+1 = 3Un + 3Un + eWn — 3

1) Montrer que la suite (Z,,) vérifie une relation matricielle de la forme :
Zns1 = AZy, + B.

2) Montrer 3k €]0,1[ t.q. VX € R3, |JAX]|_ < k|| X] -

3) Montrer que I'équation X = AX + B admet une unique solution L
dans R3.

4) En déduire une inégalité concernant ||Z,, — L|| ., || Zo — L|| ., 7 et k.
Conclure quant a la convergence de la suite (Z,,).

Exercice 14 Soit E un espace-vectoriel réel normé et (u,) et (vy,)
deux suites de vecteurs de E telles que :

(i) pour tout n € N, u,, et v, sont colinéaires ;
(ii) il existe u € E tel que u,, ——— u ;
n—-+o0o

(iii) il existe v € E tel que v, — v.
n—-+00

Montrer que u et v sont colinéaires.
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