LycEE LA MARTINIERE MONPLAISIR ANNEE 2024/2025
PST* MATHEMATIQUES

Feuille d’exercice n° 1-19 : Révisions par monts et
collines

I. Séries

Exercice 1 (M)  Nous voulons déterminer la nature de la série de
n

x
t énéral =n! In{14-—], > 0.
erme général u, = n kl;[l n( + kT 1) avec x

1) Donner la nature de cette série dans le cas ou = # 1.
2) On suppose maintenant que x = 1.

n+1 1
a) Montrer que pour tout n, u, = —— <k In <1 + )>
n+1 Pl k

b) Donner un DL de In <k In <1 + ;)) en @(;)

n+1
c) En déduire que lnu, = —In(n+1) — = Z —+0(1).
2= k

d) Montrer que lnu, = —; In(n+1)+06(1).

e) Conclure.

II. Intégrales généralisées
Exercice 2 (M) [Irrationalité du nombre 7]

1) Pour a,b € N* montrer que la fonction polynomiale P,(x)

e |

—'m"(baf; — a)" et ses dérivées successives prennent en 0 et en
n!
des valeurs entieres.
m . .
Pour calculer P,§ ), on distinguera lescas m < n,n < m < 2n e

2n < m, et on utilisera la formule de Leibniz.

-+

s
2) Pour n € N*, on pose I,, = / P, (t)sintdt. Montrer que I, — 0.
0

3) Grace a wune succession d’IPP montrer que I, =
(SR DR sine 4+ kr/2) PV (0)]

a
4) En supposant m = 7 montrer que I, € Z et conclure.

Exercice 3 (M)
Soient a > 0 et f € €9 ([1,+oc [,R%).

1) On suppose que f est intégrable sur [1,+oco0[. On pose R(z) =
+oo
/ f(t)dt pour > 1. Nous souhaitons étudier I'intégrabilité de g
€T

&) e
R2)" sur [1, +o0].

a) Montrer que R est de classe €1 sur [1,+o00 [, de dérivée —f et
que limg_, 4o R(x) = 0.

X —

b) En déduire une primitive de g, en distinguant les cas a =1 et
o # 1.
c) Conclure.
2) On suppose que f n’est pas intégrable sur [1,+o00[. On pose S(z) =
/lz f(t)dt pour z > 1. Etudier l'intégrabilité de h : z — S{E((;)L
[2, +00].

sur



III. Suites de fonctions

Exercice 4 (M)
par :

On définit (uy),, suite de fonctions définies sur [0, 1]

uo(x) =1 et upt1(z) =1 —|—/O U, (t — tQ) dt.

1) Par récurrence, montrer que, pour tout z € [0, 1]

xn—l—l
2) Montrer que pour tout n et x, |u(z)— uy(z) =
400
> (un(z) —up-1(2))].
k=n-+1

3) En déduire, pour tout x € [0, 1], la convergence de la suite (uy(z)),,

4) Etablir que la suite (uy), converge uniformément vers une fonction
u non nulle.

5) Montrer que Vz € [0, 1], /

0

6) Montrer que u'(z) = u (v — z?).

xT x

un(t—t2)dtm i

u(t—t%)dt.
(t-7)

IV. Réduction

Exercice 5 (M)  Soit A € .#,(C) telle que A% — 2A est diagonalisable
et 1 n’est pas valeur propre de A. Nous voulons montrer que A est
diagonalisable.

1) Montrer qu’il existe des complexes Aq, ..., A, deux a deux distincts

,
tels que R = l_I(X2 —2X — )\;) est un polynéme annulateur de A.
i=1
2) Montrer qu’aucun des \; ne vaut —1.

3) En déduire que R est scindé a racines simples et conclure.

V. Séries de fonctions

Exercice 6 (M) On note, pour tout n € N :

(="
V1i+nz
1) Montrer que Z fn converge simplement sur ]0, 400 et converge

n=1
uniformément sur [1, 400l

fn o [0, +00[— R, z+—

On note S la somme.
2) Montrer : S(z) — 0.

T—r—+00
(="

vnx
1 1

gn()| < 232 3l

3) Notons, pour tout n € N* g, : [1;4+o0] — R, z+—

Montrer que pour tout x € [1,+oo], |fn(x) —

4) On note a = io (="
n=1 \/ﬁ

. Etablir ;S(x):%+ o (ﬁ\%)

VI. Séries entieres

Exercice 7 (2&)
1) Soient f € €°(R,R), et a € R tel que f(a) = 0. On suppose qu’il
existe n € N* tel que £ (a) # 0.
a) Montrer qu’il existe n > 0 assez petit, tel que Vz € [a—n,a+n],
(n) f
#(@) - Lo @ - | < Lo - ap.

2n/!

b) En déduire que a est isolé c’est-a-dire qu’il existe h > 0 tel que
Vy €la—h,a+ h[\{a}, f(y) # 0.
2) En déduire que si f est non nulle et développable en série entiere
autour de chaque point sur R, alors les zéros de f sont isolés.

1
—7 & 1 .
3) La fonction f : z € R — ¢ S (x) siz 70 est-elle
0 sinon

développable en série entiere en 0 7



VII. Espérance, variance, covariance

Exercice 8 (2&) On joue a Pile ou Face ; la probabilité d’obtenir
Pile est p, celle d’obtenir Face est 1 — p. On appellera séquence une suite

de tirages consécutifs identiques précédés et suivis de tirages différents.

Voici deux issues :

PFFPPPFPFFF... FFFPFPPFPFPPP...

Dans la premiere issue, la premiere séquence est P, la seconde est FF.

Dans la deuxieme issue, la premiere séquence est FFF, la seconde est P.

1) On note L; la longueur de la premieére séquence, et X; la variable
aléatoire égale a 1 si le iéme lancer donne Pile, égale & 0 sinon.

a) Donner la loi de L.
b) Donner l'espérance de L.

c) Donner la variance de Lj, en commengant par calculer

E(Li(L1 - 1)).
2) On note Ly la longueur de la deuxiéme séquence.
a) Calculer la loi conjointe de (L1, La).
b) Donner la loi de Lo.
c) Donner l'espérance de Lo.

d) Donner la variance de Lo.

1
3) a) Montrer que pour tout x € RY, 2+ 2 >x+ 1%

b) Montrer que E(L;) > E (Lg) et V(L1) > V (L2).
4) Calculer Cov (Lq, L2).

5) Calculer m1—1>r£oo Pir,—m) (L2 = n).

VIII. Espace vectoriels préhilbertiens et euclidiens

Exercice 9 (M)  Soit E un espace préhilbertien. Pour z1,...,z, des
vecteurs de E, on appelle matrice de Gram la matrice de .#,(R) définie
par ({x;, xj»i,j‘ On appelle déterminant de Gram des vecteurs z, ..., p,
et on note G (z1,...,xp), le déterminant de cette matrice.

1) Nous voulons montrer que (z1,...
seulement si G (x1,...,x,) # 0.

,Tp) est une famille libre si et

a) On suppose que (1, ...,xp) est une famille liée. Alors il existe
7 tel que le j-ieme vecteur est combinaison linéaire des autres.
En déduire que les colonnes de la matrice de Gram sont donc
liées.

b) Supposons que G (z1,...,z,) = 0.

i) Montrer qu'il existe des scalaires Aj,Ag,..., ), mnon
tous nuls tels que, pour tout + = 1,...,p, on a
()\11’1 + -+ )\pl’p, l’l> =0.

ii) En déduire que |[A\jz1 + --- + A\pzp||* = 0 et conclure.

2) On suppose désormais que (z1,...,z,) est une famille libre, et on
note F' = vect (x1,...,2,). Soit également € E, que l'on écrira
r=u+vavecu € F et ve FL. Démontrer que

G(z,z1,...,2p)
G(a:l,...,xp) '

d(z, F)? =
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