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Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

1 Produits et espaces vectoriels d’applications

1.1 Espaces vectoriels produits

Théoréme 1.1.1 (Espace vectoriel produit).

Soient n € N* et (E1,+1,1).-. (En,+n,n) des K-ev. On considére
I’ensemble produit £ = E; X ... X E, que 'on munit des deux lois
+:ExFE— FEet-:KxFE — FE définies, par les relations suivantes pour
toutes familles (zx)geq1ng €6 (Yk)keq,np €6 tout A €K -

(1, @n) + Y1y Yn) = (L1 F1 Y1y« s Try 0 Yn)
A,y xn) =N 121, A Tn)

Alors, (E,+,-) est un K-ev appelé espace vectoriel produit.

Démonstration.
Il suffit de vérifier les 5 points de la définition d’espace vectoriel :

(i) La loi + est facilement une Ici. Elle est associative : soit
(1, 2n), (Y1, -y Yn), (21,...,20) EE

(1, o yzn) + (Y1, yn)] + (21, -y 20)
=(@1+1 Y1, Tn FnYn) + (21, -, 2n)
(1 +1y1) +1 2155 (Tn +n Yn) +n 2n)
(z1+1 (y1 +121)5- s @n +n (Yn +n 2n))

par associativité des (F;, +;)

(1‘17"-71'71,)"‘(:1]1 +1 Z17««~7yn+nzn)
(@1, @) + {1, yn) + (21,00, 20)]

On vérifie ensuite sans peine que le n-uplet (01,...,0,) est le neutre pour + et
que (—z1,...,—x,) est inverse de (z1,...,2n) pour +. Enfin, toutes les +; sont
commutatives donc + aussi.

Ainsi (F,+) est un groupe commutatif.

(ii) Soit (z1,...,2n) € E,onal-(z1,...,2n)=(1121,...,1 nxn) = (1,...,Tn).
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(iii) Soit (A, p) € K2, (z1,...,%,) € E. En posant

on a successivement :

z=((A+p) 1z, A+ ) nzn)
=1z g2, A0 T+ L Tn)
=12, A @)+ (1T, o Tn)

=X (21,00, Zn) F - (1,0, Tn).
(iv) Soit A € K, (z1,...,zn) € F et (y1,...,yn) € E. En posant
2=X (1 +1 Y1, Tn +n Yn)
on a successivement :

z=A(x1+191)s- -, A(Xn +n Yn))

=X 1z1+H1 A 1Y, XA 0 Tt A Yn)
=X 1z, A nZn) F A1y, A Yn)
A (@1, zn) A (Y1, Yn)-

(v) Soit (A, p) € K? et (1,...,7,) € E. On a successivement :

Axp) - (z1,...yzn) = (AXp) 121,y (AX @) n Tn)
=1 (par2) A (Bon )
=X (B 1T1, ey fhon Tn)
=A-[p-(z1,...,20)].

Proposition 1.1.2 (Base d'un ev produit).

Si E/ et F' sont de dimension finie, alors £ x F' aussi et sa dimension vaut
dim F + dim F.

Plus précisément, si (e1, ..., ey) est une base de E et (fi, ..., fp) une base
de F, alors # = ((e1,0),...,(en,0),(0, f1),...,(0, fp)) est une base de
E x F.



Démonstration.

n p
Soit v € ExF. Alors il existe (a:)se1,n] €t (8)je,p) tels quev = <Z Qieq, Z 5jfj> :

V= (im&ﬂ) + <07iﬁjfj)
i=1 Jj=1
= Zai(ei,O) + Zﬁ)(ﬂv f?)
i=1 Jj=1

i=1 j=1
Donc

donc # engendre E x F.

n P
De plus, soit (a:)ieqi,n] et (85)jeq,p) tels que Zai(ei,O) + Zﬁj (0, f;) = 0. Par le

i=1 j=1

n P n p
méme calcul on obtient <Z ;€4 Z ij]) =0, donc Zaiei =0et Z Bifi =0.
=1 i=1

i=1 = = j=1
Par liberté de ces deux familles, tous les a; et les 8; sont nuls, et & est libre O
Remarque 1.1.3.
De la méme maniére on montre que si E1,..., E, sont de dimension finie,
alors Fq X ... X E, aussi, on peut en donner une base, et dim(E; X ... X

E,) =) dimE;.
=1

1.2 Applications a valeurs dans un ev

Théoréme 1.2.1 (Espaces d’applications).
Soit X un ensemble non vide et E un K-ev. On considére .# = E¥X, que
I’on munit de deux lois :

FXF — F

4 & X — F
) = { - f@) + gle)
. Kx % — %
X —» F
i) = { - A (f@)
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Alors (#,+,-) est un K-ev.

Démonstration.
11 suffit de vérifier les 5 points de la définition d’ev, ce qui est laissé au lecteur. O

Exemple 1.2.2. 1. Soit I un intervalle, alors (R’, 4, x) est un R-espace
vectoriel, ((CI ,+, %) est a la fois un R-espace vectoriel et un C-espace
vectoriel.

2. L’ensemble des suites & valeurs réelles RY est un R-espace vectoriel,
celui des suites a valeurs complexes est a la fois un R-espace vectoriel
et un C-espace vectoriel.

2 Sommes d’espaces vectoriels

2.1 Rappels de premiére année : sommes, sommes directes,
supplémentaires

Définition 2.1.1 (Somme de deux sev).
On appelle somme de F et G 'ensemble de F noté F' + G défini par
F+G={z+y|ze€F, yeG}.

Théoréme 2.1.2.
1. F+ G est un sev de E.
2. F' + G est le plus petit sev qui contient F' et G :

F + G = Vect(F UQG).



Définition 2.1.3 (Somme directe).
Soit F, G deux sev de E, on dit que la somme F + G est directe si

Vee F+G, 3(f,9) e FxG, x=f+g.
Dans ce cas, le sous-espace vectoriel F' + G est noté

FadG.

Proposition 2.1.4 (Caractérisation d’une somme directe de deux sev).

Soit F, G deux sev de E. Les trois propositions suivantes sont équivalentes.

1. F' + G est directe.
2.VfeF, VgelG,f+9g=0g= f=9g=0g.
3. FNG ={0g}.

Définition 2.1.5 (Supplémentaire).
On dit que F est UN supplémentaire de G (ou que F et G sont
supplémentaires) si

E=Fa&dG,
i.e. si les deux conditions suivantes sont remplies :
1. la somme F + G est directe ;
2. E=F+G.

Proposition 2.1.6.
F et GG sont supplémentaires si et seulement si tout élément de F s’écrit
de maniére unique comme somme d’un élément de F' et d’un élément de

G.
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Théoréme 2.1.7.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Alors toute concaténation d’une famille génératrice de F' et d’une
famille génératrice de G est une famille génératrice de F' + G.

2. F + G est directe si et seulement si toutes les concaténations d’une
famille libre de F' et d’une famille libre de G sont des familles libres
de '+ G.

3. Soit Z et %' une base de F et de G respectivement.
F + G est directe si et seulement si la concaténation de 2B et B’ est
une base de F' + G.
Notamment, F' et G sont supplémentaires si et seulement si la conca-
ténation de Z et %’ est une base de E.

Théoréme 2.1.8.
Soit E, F deux K-ev, soit Ej, Fy deux sev supplémentaires de E (i.e.
E=F & Eg)

Soit f1 € X(El,F) et fo € g(EQ,F).

Alors, il existe une unique f € Z(E, F) telle que f|, = fi et f|g = fo.

Théoréme 2.1.9 (Existence de supplémentaires).
Soit F un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F' admet un supplémentaire S dans F.

A Ne parlez jamais du supplémentaire : en effet tout sev non
trivial admet en fait une infinité de supplémentaires !



Proposition 2.1.10 (Formule de Grassmann).
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces de dimensions
finies de E. Alors F' 4+ G est de dimension finie et

dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F' N G).
En particulier
dim(F+G) <dim F +dim G

et I’égalité a lieu si et seulement si F' et G sont en somme directe.

Proposition 2.1.11 (Caractérisation des supplémentaires).
Soit E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de
dimensions finies.

Alors si F' et G sont supplémentaires, les trois propositions suivantes
sont vraies

1. FNnG={0},

2. F+G=F,

3. dim F < +0 et dim F' + dim G = dim F.

Réciproquement il suffit que deux de ces propositions soient vraies pour
que F' et G soient supplémentaires.

Corollaire 2.1.12.
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace

vectoriel de E. Alors tous les supplémentaires de F' ont méme dimension :

dim F — dim F'.

2.2 Généralisation a plus de deux sev

Dans la suite de cette partie, n désigne un entier naturel et Fy, ..., I,
des sous-espaces vectoriels de F.
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Définition 2.2.1 (Somme de plusieurs sev).

La somme Fj +. ..+ F}, est 'ensemble des vecteurs z de E pouvant s’écrire
d’au moins une fagon sous la forme z; +. ..+, avec, pour tout i € [1,n],
x; € F;.

On dit que cette somme est directe si pour tout x € Fy+. ..+ F, I'écriture

n
précédente est unique. La somme F} + ...+ F, est alors notée @ F;.
i=1

Proposition 2.2.2 (Caractérisation d’une somme directe).
Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Fi, ..., F, sont en somme directe.

(ii) La seule décomposition possible du vecteur nul sous la forme z; +
...+ x, avec z; € F; pour i € [1,n] est la décomposition triviale
0+...+0.

(iii) Tout élément de E s’écrit d’au plus une fagon sous la forme z1+. . .4+,
avec x; € I pour i € [1,n].

Démonstration.(i)= (ii) Supposons que I1, ..., Fi, sont en somme directe. Le vec-
teur nul appartient & F1 & ... & F,, donc se décompose d’une et une seule fagon
comme somme d’éléments de Fi, ..., F,,. Or il s’écrit sous la forme 0+ ...+ 0,
qui est donc la seule décomposition possible de x.

(ii)= (iii) Supposons que la seule décomposition du vecteur nul sous la forme d’une
somme d’éléments de Fi, ..., F), est la décomposition triviale 0 + ...+ 0.

Soit alors x un élément de E. Supposons que z s’écrive a la fois 1 + ...+ x, et
sous la forme y1 + ...+ yn o, pour tout ¢ € [1,n] z; € F; et y; € F;. Alors on a

O=z—z=(@1—y1)+ ...+ (Tn —yn).

Or pour tout ¢ € [1,n], z; — y; € F;, donc on a trouvé une décomposition du
vecteur nul. Or on sait que cette décomposition est nécessairement la décomposition
triviale, donc pour tout ¢ € [1,n], on a z; — y; = 0.

On a donc x; = y; pour tout i € [1,n], c’est-a-dire (z1,...,Zn) = (Y1,---,Yn)-
Donc = se décompose d’au plus une fagon.

Donc tout élément de E s’écrit au plus d’une fagon sous la forme z1 + ...+ xp
avec x; € F; pour i € [1,n].



(iii)=-(i) Supposons (iii) et montrons (i). Soit z € F1 + ...+ F,. Alors = se décompose
d’au moins une fagon sous la forme x1 +. . .4z, avec, pour tout i € [[17 n]]7 x; € Fj.
De plus, d’apres (iii),  se décompose au plus d’une fagon sous cette forme.
Il se décompose donc de facon unique sous cette forme.
Donc la somme I} + ...+ F, est directe.

Remarque 2.2.3.

La somme F}+- - -+ F}, est donc directe si et seulement si I’application Fj x
. Fy = E, (x1,...,2n) = 1 + - -+ + x,, est injective. C’est évidemment
un morphisme (de groupes, mais aussi d’ev. comme nous le verrons
plus tard). La proposition précédente revient a étudier le noyau de ce
morphisme.

Remarque 2.2.4.

& Le résultat [2.1.4|{ n’est valable que pour la somme de deux sous-
espaces vectoriels, pas plus.

Exercice 2.2.5.

Trouver trois sous-espaces vectoriels F', G, H de R? tels qu’on a FNGNH =
{0} (ou méme tels que FNG=GNH=HNF={0}) bien que F, G
et H ne soient pas en somme directe.

En revanche, nous avons les résultats suivants

Proposition 2.2.6 (Somme directe par paquets).
Soit n € N* et p € [1,n[, soit F1, ..., F, n sous-espaces vectoriels de E.
Onpose F=Fi+..+F,et G=Fp1+...+ F,.

Alors la somme F; + ...+ F, est directe si et seulement si les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

1. la somme Fy + ...+ F), est directe;

2. la somme Fjy1 + ...+ F, est directe;

3. la somme F + G est directe.

Démonstration.
Montrons la double implication.
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Sens direct Supposons que la somme F; + ...+ F), est directe. Alors :

1. Montrons que la somme F; +. ..+ F}, est directe. Considérons une décompo-
sition du vecteur nul sous la forme z1 + ...+ x, ou x; € F; pour 7 € [1,p].
En posant, pour i € [p+ 1,n], z; = 0g, on a

Op=z1+...+2p+Tpt1+ ...+ 2n.

Or la somme Fi 4 ...+ F, est directe, donc pour tout i € [1,n], x; = 0,
donc pour tout i € [1,p], z; = 0.

2. De méme, la somme Fp41 + ...+ F), est directe.

3. Montrons que la somme F' + G est directe. Supposons que Og s’écrive sous
la forme x +y avec x € F' et y € G. On a x € F, donc x s’écrit sous la
forme z1 + ...+ xp ol pour tout i € [1,p], z; € F;. De méme y s’écrit sous
la forme zp41 + ... + x, ol pour tout i € [p+ 1,n], z; € F;.

On a donc
Op=z14+...+2p+Tpt1+... +2n.
Or la somme Fi + ...+ F, est directe, donc pour tout ¢ € [1,n], z; = 0.
Ainsi, x =0 et y = 0.
La seule décomposition de 0 comme somme d’un élément de F' et d’un
élément de G est donc la décomposition triviale. Donc la somme F' + G est
directe.
Sens indirect Supposons que les trois conditions sont vérifiées et montrons que la
somme Fy + ...+ F,, est directe.
Considérons une décomposition de Og sous la forme

Op=z1+...+2Tp +Tpt1 + ...+ Tn,

ot z; € F; pour tout i € [1,n].

Alors, en posant t =x1+ ... +xp et y=apy1+...2p,onal0p=z+yetx € F
et y € G. Or F et GG sont en somme directe donc x = 0g et y = 0g. On a donc
Op=z1+...+2p.

Or Fi, ..., F}, sont en somme directe donc pour tout i € [1, p], ; = 0. De méme

pour tout ¢ € [p+ 1,n], z; = 0&.

Donc 0 admet la décomposition triviale pour seule décomposition comme somme
d’éléments de Fi, ..., F,,. Donc la somme Fi + ...+ F), est directe.

O

On peut donc mettre en place de nombreuses stratégies pour montrer
qu’une somme de n sous-espaces vectoriels est directe. En pratique, on
raisonne de proche en proche en ajoutant les sous-espaces vectoriels le
plus souvent un a un, en utilisant le résultat suivant.



Corollaire 2.2.7 (Somme directe « par récurrence »).

Soit n € N* et F1, ..

., Fni1 n+ 1 sous-espaces vectoriels de E. Alors les

trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. la somme F} + ...+ F,;+1 est directe ;
2. la somme F} + ...+ F}, est directe et la somme de F} & ... P F), et
de F, 11 est directe ;
3. la somme F} + ...+ F,, est directe et
(Fl@...@Fn)an+1 :{OE}
Démonstration.

L’équivalence des deux premiers points découle de la propriété précédente (avec p = n).
Celle des deux derniers, de la caractérisation de la somme directe de deux sous-espaces
vectoriels. O

Proposition 2.2.8 (Formule de Grassmann faible généralisée).

Soit n € N et I, ..

., F,, n sous-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors
n n
dim <Z Fk) < Z dim F},
k=1 k=1
et on a I’égalité si et seulement si la somme des Fj, pour k =1,...,n est
directe.
Démonstration.

L’inégalité se déduit directement de la formule de Grassmann par récurrence, en utilisant

que Z Fr =
k=1

n+1 n
g Fk + Fn+1~
k=1

Montrons le cas de I’égalité.

Notons, pour n € N, P(n) l'assertion « Soit F1, ..

., I}, des sous-espaces vectoriels de

dimension finie. Alors

dim (i Fk> = idika
k=1 k=1
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si et seulement si les F; sont en somme directe » et montrons Vn € N,  P(n).

On pourrait montrer P(0) ou P(1) : le plus long est de comprendre ce que dit
I’énoncé dans ces cas, qui ne sont pas intéressants, et que ’on laisse de coté.
La propriété P(2) est déja connue depuis la premiere année, grace a la formule de
Grassmann.
Soit n € N\{0,1}. Supposons P(n) et montrons P(n + 1). Soit Fi, ..
sous-espaces vectoriels de dimension finie.
e S’ils vérifient

. Fny1 des

n+1 n+1
dim <Z Fk> =) dimF, (1)
k=1 k=1
on a

n+1 n
dim <Z Fk> < dim (Z Fk> + dim F,q
k=1

k=1
n n
et dim (Z Fk> < Zdika‘
k=1 k=1

Si I'une au moins de ces inégalités était stricte, on ne pourrait avoir 'égalité (I)). On a

donc . .
dimz F, = Z dim Fy,.
k=1 k=1

D’aprés hypothese de récurrence, les Fy pour k € [1,n] sont en somme directe. De

plus
dim (@ Fp + FnH) = dim @ Fy + dim Fpq,

k=1 k=1

donc @" . Fj et F,,41 sont en somme directe, donc Fi, ..., Fj,41 sont en somme directe.
k=1 + ) ) ; ot

n
e Réciproquement, supposons les F; en somme directe. Alors Z Fi et Frq1 sont en
k=1

n+1
Fk> + dlm Fn+1.

somme directe, donc dim (Z Fk> = dim (

k=1 k=1
Mais Fi,...,F, sont en somme directe, donc par hypothése de récurrence

dim (zn: Fk> = zn:dika.
k=1 k=1 .

n+1
Finalement nous avons bien dim (Z Fk> = Z dim Fj.
k=1 k=1

On a donc P(n+ 1).



On adoncVn € N P(n). O

Le théoreme suivant prouve qu’il revient au méme de décomposer un
K-ev en sev en somme directe ou de découper une base.

Théoréme 2.2.9 (Base adaptée a une somme directe de n sev).
Soit E un K-ev.

n
1. Soit Fi,..., F, des sev de E tels que @F, = FE. Si pour chaque 7 la

=1
famille 4; est une base de F;, alors la concaténation de %4, ..., %,

est une base de F, dite adaptée a la somme directe des Fj;.

2. Réciproquement, si une base % de E est découpée en n parties notées
By, ..., Pn, et sion note pour chaque i € [1,n], F; = Vect %;, alors
n

PFr=E
=1

Démonstration. 1. Avec la proposition [2.2.8] si n; est la dimension de F;, alors

n

dim F = Zni, qui est aussi le cardinal de la concaténation des bases %;. 11

i=1
suffit donc de montrer que cette concaténation est une famille génératrice de E.

Or tout élément = de F s’écrit comme une somme d’éléments des F;, et chaque
élément de F; s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de %;. Ainsi x est

une combinaison linéaire des éléments de la concaténation des %;, d’ou le résultat.

2. La encore, dim E est égale a la somme des dimension des F;, car Card & =
n

Z Card 4;. Toujours avec |2.2.8} il suffit de montrer que £ = Z F;. Pour cela,

i=1 i=1

si x € E, il s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de Z. Dans cette

combinaison linéaire, on regroupe les vecteurs appartenant a %;, et on note z; la
n

valeur de cette sous-combinaison linéaire. Alors x = E x;, ce qui est le résultat
i=1
voulu.

O

Finissons cette partie avec un dernier résultat analogue a celui sur deux
sev

10
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Proposition 2.2.10 (Décomposition d’une application linéaire suivant
des sev supplémentaires).

n
Soit E, F' deux K-ev. Soit Ey, ..., E, des sev de E tels que @EZ = F.
i=1
Pour chaque ¢ € [1,n], introduisons u; € Z(FE;, F). Alors il existe un
unique u € Z(E, F) tel que pour tout i € [1,n], U| g, = Ui-

Démonstration.

e Analyse : soit u une telle application. Soit * € E, qui s’écrit de maniere unique

xr = E x;, ou pour chaque ¢ nous avons x; € F;.

=1
n n

n
Alors u(z) = u ZmL = Zu(mz) = Zuz(ml), d’ott 'unicité de u sous réserve
=1 =1 =1

d’existence, grace a 'unicité des x;.
n

e Synthése : Soit x € E, qui s’écrit de maniére unique x = in, ou pour chaque 14

=1
n
nous avons z; € F;. Posons u(z) = Zu,- (z:).
i=1

Soit ¢ € [1,n]. Si x € E;, alors = z; donc u(z) = us(x;) = ui(z). Ceci étant vérifié
pour tout ¢, nous avons bien U|g, = Ui

n
Montrons enfin que u est linéaire : soit y = Z y; avec y; € E;, et A € K.
=1

u(z+Ay) =u Zwi—f—)\yz’

i=1

= i ui(xs + Ayi)
i=1

= Z uz(xl) + )\ui(yi)

= Zuz(%) + )\Zui(yi)

— u(e) + Au(y).



3 Matrices par blocs

3.1 Définition

Définition 3.1.1 (Ecriture par blocs).
Soit M € 4, ,(K). On peut écrire la matrice sous la forme

mi1 M2 mip

ma1 M2 map
M =

Mp1  Mp2 Mnp

En tracant g — 1 lignes horizontales distinctes et » — 1 lignes verticales
distinctes dans le tableau représentant M, on peut décomposer M en
¢ X r matrices extraites M;; pour (4,7) € [1,q] x [1,7] :

My Mo M,

Mo Moo Mo,
M = . . .

Mgy Mg Mg,

Cette décomposition est appelée décomposition par blocs de M en
q X 7 blocs.
Formellement, une décomposition par bloc de M est la donnée de g x r
matrices M;; pour (i,7) € [1,q] x [1,7] telles que
1. Pour tout ¢ € [1, ¢, les matrices M;, ..., M;; ont un méme nombre
de lignes n; (toutes les matrices d’'une méme ligne ont méme nombre
de lignes).
2. Pour tout j € [1,r], les matrices Mjj, ..
de colonnes p; (toutes les matrices d’'une méme colonne ont méme

., My; ont un méme nombre

nombre de colonnes).

11
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3. En notant a;ljk le coefficient de la ligne h, colonne k de la matrice
M;; pour (i,5) € [1,q] x [1,7] et (h,k) € [1,n;] x [1,p;], on a
a;fk = M(s+h)(t+k) ous=ni+...+n;,_1ett=p+... +pj-1.

On dira que la décomposition précédente est triangulaire supérieure

par blocs sin = p et que :

1. pour tout i € [1,q], M;; est carrée;

2. pour tout (i,5) € [1,q]* avec i > j, M;; est nulle.
On définit de méme les décompositions triangulaires inférieures par
blocs.

Enfin, les décompositions diagonales par blocs sont celles dont tous
les blocs M;; tels i # j sont nuls et tous les blocs M;; sont carrés.

Exemple 3.1.2.
En posant

1 2 3 4 5 6
7T 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18

A=119 20 21 22 23 24|
25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36

A peut se décomposer par bloc en

sallcslivy
~ M Q
N alw)



ou

4 5 6
D= h b) E=(s ),
F=(15), G:(16 17 18),
19 20 21
H=1|25 26|, I=|27],
31 32 33
22 23 24
J=128 29 30
34 35 36

Remarque 3.1.3.

A Lorsqu’on parle de décomposition triangulaire supérieure (resp.
triangulaire inférieure, diagonale) par bloc, c¢’est bien la décomposition qui
est triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure, diagonale). Toute
matrice carrée admet en effet une décomposition (triviale) triangulaire
supérieure (resp. triangulaire inférieure, diagonale) par blocs.

12
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3.2 Opérations par blocs

Proposition 3.2.1 (Combinaison linéaire par blocs).
Soit (A, B) € My, ,(K)?, admettant des décompositions par blocs

An A -+ Ay
Agr Ay -+ Ay

A= . . . 5
Aql Aq? o Aqr
Biy By -+ By
By By -+ DB,

B = . . . ;
By Bp -+ By

ou pour tout (i,7) € [1,q] x [1,7], Ai; et B;; sont de méme taille. Soit
A e K
Alors A + AB vaut

A1 +AB11 Aip+ABi2 - A+ ABiy

Ag1 +ABg1 A+ ABay -+ Agr + ABo,

Aql = )‘Bql Aqg + )\qu oo Aqr aF )\qu
Démonstration.

Notons, pour tout ¢ € [1,q] (resp. pour tout j € [1,r]), n; (resp. p;) le nombre de
lignes (resp. de colonnes) des matrices de la ligne ¢ (resp. de la colonne j) de ces
décompositions par bloc.

Posons C = A + AB et pour tout (4,5) € [1,q] x [1,7], Cij = Aij + ABsj.

Notons a;; pour (z,7) € [1,n] x [1,p] les coeflicients de la matrice A, b;; ceux de
B, c¢;; ceux de C et pour tout (4,5) € [1,q] % [1,r] et tout (k,h) € [1,n;] x [1,p;],
a}fk (resp. b;f]w resp. c}fk) ceux de A;; (resp. Bij, resp. Cs;). On a alors, en posant
s=mi+...+ni—1+hett=pi+...+pj_1+k.

Cst = @st + Abst = ap) + Ay = ¢y



On a donc
Cii Chi2 Cir
Co Ca Cor
C = .
Cqan Cq2 Cqr
D’ot le résultat. O

Proposition 3.2.2 (Transposition par blocs).
Soit A € e///nvp(K)Q, admettant une décomposition par blocs

All A12 o Alr
Agy Ay -+ Ay
A= . ) .
Aql Aq? co Aqr
Alors AT vaut - - T
Ay Ay -+ Ap
T T T
Alr A2r e AqT
Démonstration.
Laissée au lecteur. O

Proposition 3.2.3 (Multiplication par blocs).
Soit A € My, p(K) et B € M, 4(K).
On considere des décompositions de A en 7 X s blocs et de B en s X t
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blocs,

A An A
Ag1 Ao Ags

A= . 5
Arl AT‘2 Ars
Bi1 Bio By
By B Bay;

B = . ;
le Bs2 to Bst

telles que pour tout pour tout (i, k,j) € [1,7] x [1,s] x [1,¢], les matrices
Aj, et By, aient des tailles compatibles par la multiplication.
Alors le produit A x B s’écrit par blocs :

Cn Ci2 -+ Cy
Cor Cop -+ Oy

C — . . . 9
Crl Cr2 ot Crt

ou pour tout (4,7) € [1,7] x [1,t], on a

S
Cij =Y A X Bij
k=1

Démonstration.
Technique et pénible, sans intérét. O

Remarque 3.2.4.

Comme toujours avec le produit matriciel, il convient de toujours s’assurer
que les blocs ont les tailles adéquates pour pouvoir étre mulitpliés entre
eux.

Exercice 3.2.5.



Calculer A2, avec

10 0 1
01 0 O
A= 00 -1 0
10 0 -1

4 Matrices semblables

Dans cette section, E et I’ sont des K-ev de dimension finie n et p,
PB, B sont des bases de F et €, ¢’ des bases de F.

Définition 4.0.1.
On appelle matrice de passage de B dans B’ la matrice Mat z(%'). On
la note parfois R;‘?/.

Théoréme 4.0.2 (Changement de base).Pour un vecteur Soit z € E.

On note X = Matg(z) et X' = Matg (), et P = Matg(#'). Alors
X =PX'.

Pour une application linéaire Avec les mémes notations, u € Z(E, F),

et enfin Q = Maty (%), nous avons Matg  (u) = Q™ Mat g« (u)P.

A La formule de changement de base pour un vecteur s’écrit
X = PX', et non X' = PX (c’est une source d’erreur fréquente). Au
moindre doute, n’hésitez pas a tracer le schéma correspondant.

Remarque 4.0.3.
Le premier point correspond au schéma de la figure

Remarque 4.0.4.
Le second point correspond au schéma de la figure

14
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x Idg x
E, % P E, %5
X P X’

FiGURE 1 — Illustration de la relation de changement de bases pour un

vecteur.
Mat .z (f)
E 5 F€
f

7/ / -1

PZ | 1dp ldp | [PE] = PE
/ f /
E 5 F,%

Mat ¢ (f)

FIGURE 2 — Illustration de la relation de changement de bases pour une
application linéaire.

Proposition 4.0.5 (Changement de base pour un endomorphisme).
Soit F un K-ev de dimension finie, 2 et %’ deux bases de E et u € Z(E).
Alors,

Mat g (u) = Matgg(,@/)71Matgg(u)Matgg(93/).

Définition 4.0.6 (Matrices semblables).
Soit A et B deux matrices carrées de taille n. Deux matrices A et B
sont dites semblables si et seulement s’il existe P € GL,(K) vérifiant



A= 1EE
La relation « A est semblable & B » est appelée relation de similitude.

Proposition 4.0.7 (Caractérisation de la similitude par des endomor-
phismes).
Soit A et B deux matrices carrées de taille n. A et B sont semblables si et
seulement si ce sont les matrices d’'un méme endomorphisme u exprimées
dans deux bases différentes.

Plus exactement, A et B sont semblables si et seulement s’il existe un es-
pace vectoriel E de dimension n, deux bases % et %’ et un endomorphisme
u tel que Matg(u) = A et Matg (u) = B.

Démonstration.
Le sens indirect est une conséquence de la formule de changement de base pour un
endomorphisme (proposition [£.0.5)).

Montrons le sens direct. Supposons que A et B sont semblables, c’est-a-dire qu’il
existe P tel que A = P~ BP. Choisissons un espace vectoriel E de dimension n et une
base & = (e1,...,en) de cet espace (on peut par exemple prendre £ = K" et 4 la
base canonique de K™). Notons e, ..., e, les vecteurs de E dont les coordonnées dans
la base # sont les colonnes de P. Alors P = Matgz(%').

Notons enfin u ’endomorphisme de E vérifiant Mat gz (u) = B.

Alors,

Mat g (1) = Matg (%)™ Mat g (u)Mat g (£')
=P 'BP
= A,
donc A et B sont les deux matrices d’'un méme endomorphisme relativement aux bases

respectives %’ et 2. O

Remarque 4.0.8.
Deux matrices semblables ont donc méme rang et méme déterminant.

Proposition 4.0.9.
Considérons deux matrices A et B semblables de taille n. Alors pour tout
k e N, A* et B* sont des matrices semblables.

15
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Démonstration.
Ce résultat peut étre démontré au moins des deux maniéres suivantes :

Par le calcul On montre par récurrence sur k que pour tout k, on a A¥ = P71B*p.
Pour montrer que ce prédicat est héréditaire, il suffit de constater que pour tout k €
N tel que le prédicat est vérifié, on a également A**! = A*A = P~'B*PP~'BP.

Géométriquement A et B sont deux matrices d’un méme endomorphisme u, donc A*
et B¥ sont deux matrices de u”.

O

5 Trace d’'un endomorphisme, trace d’une matrice

5.1 Définition.

Définition 5.1.1 (Trace d’une matrice).
Soit A une matrice carrée de taille n. Alors la trace de A, notée tr (A)
(ou Tr(A)), est la somme des éléments diagonaux de A.

En notant (aij) (i j)e[1,n]x[1,n] les coefficients de A

tr (A) = Z Qi .
=1

Remarque 5.1.2.
Pour tout A € ,(K), on a

tr (AT) =tr(A).

Démonstration.
Les matrices AT et A ont les mémes éléments diagonaux. O

5.2 Linéarité.

Proposition 5.2.1.
Pour tout n € N*, Papplication trace est une forme linéaire sur ., (K).



Démonstration.

Soit (A, B) € #,(K)? et A € K. Posons C = AA + B et montrons tr (A + B) =
Atr (A) + tr (B). Notons (aij), (bij) et ci; les coefficients respectivement de A, de B et
de C.

Alors, on a

= Atr (A) + tr (B).

5.3 Propriété fondamentale de la trace.
Proposition 5.3.1.
Soit (A, B) € #,(K)?, alors,

tr (AB) = tr (BA).

A tr(A x B) # trA x trB ; par exemple, dans .Z5(K),
0=tr (Ell X EQQ) 75 1=tr (Ell) X tr (EQQ).

Démonstration.
Posons C = AB et D = BA. Notons (asj), (bi;), (ci;j) et (di;) les coeflicients respectifs
de A, B, C et D.

On a, pour tout (i,5) € [1,n]? :

n n
Cij = E a;rbr;j et dij = E birar;.
k=1 k=1
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D’ot, pour tout i € [1,n] :

n n
Cii = E airbr: et di = E bira;.
k=1 k=1

D’ou :

n n n n

tr (C) = ZZaikbki et tr(D)= Zza’”bik'

i=1 k=1 i=1 k=1

Ainsi,
tr (C) = Z aapbsa et tr(D) = Z aagbsa,
1<a,B<n 1<a,B<n

d’ou I’égalité recherchée. O

Remarque 5.3.2. 1. On peut déduire de cette égalité que la trace d’un
produit de matrices est invariant par permutations circulaires : pour
toutes matrices Ay, ..., Ag de taille n, on a

tr (A1A2 e AkflAk) = tr (AQ e AkAl)
= tr (A3 e AkAlAQ)

2. En revanche, la trace d’un produit de matrice n’est pas invariant par
n’importe quelle permutation. Par exemple, dans .#5(K), en notant
(Eij) les matrices de la base canonique :

tr (E21E11E12) =1 75 0=tr (E11E21E12).

5.4 Invariance par similitude.

Proposition 5.4.1.
Deux matrices semblables ont méme trace (on dit que la trace est un

invariant de similitude) : soit A, B € .#,,(K), deux matrices semblables.
Alors tr (A) = tr (B).



Démonstration.
1l existe P € GL,(K) vérifiant A = P™'BP. Alors on a

tr (A) = tr (P~ (BP))
=tr ((BP)P™")
= tr (B).

Remarque 5.4.2.
La réciproque de ce résultat est fausse. Par exemple, montrez que A =

(g 8) et Iy ne sont pas semblables.

5.5 Trace d’'un endomorphisme en dimension finie.

Définition 5.5.1 (Trace d’'un endomorphisme).
Soit F un espace vectoriel de dimension finie et u € Z(FE). La trace de
l’endomorphisme u et on note tr (u) (ou Tr(u)) est le scalaire défini par

tr (u) = tr (Matg(u)),

ol A est une base quelconque de E. Cette valeur ne dépend pas du choix
de la base A.

Démonstration.

On a vu d’une part que deux matrices d’'un méme endomorphisme sont nécessairement
semblables et d’autre part que la trace de matrices est un invariant de similitude. La
valeur de tr (u) ne dépend donc pas du choix de la base A. ]

Exemple 5.5.2.
L’endomorphisme Idg a pour trace dim(E).

Exercice 5.5.3.

Déterminer la trace de 'endomorphisme de dérivation dans K,[X].
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5.6 Propriétés.

Proposition 5.6.1.
Soit ' un espace vectoriel de dimension finie. La trace est une forme
linéaire sur Z(E).

Démonstration.
11 suffit de choisir une base de & de E et constater que pour tous endomorphismes u
et v, de matrices respectives A et B, et pour tout scalaire A, on a

tr (Au 4+ v) = tr (AA + B)
= Atr (A) + tr (B)
= Atr (u) + tr (v).

Proposition 5.6.2.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et v et u deux endomor-
phismes de E. Alors,

tr (vowu) =tr(uow).

Démonstration.

11 suffit de choisir une base & de E. En notant A et B les matrices respectives de u et
v, la matrice de v o u est BA, celle de u o v est AB et on sait que tr (AB) = tr (BA),
d’ou le résultat. O

Exemple 5.6.3.
Vérifier ce résultat sur deux endomorphismes de R3.

5.7 Trace d’un projecteur.

Ce résultat hors-programme est tout de méme a connaitre.



Proposition 5.7.1.
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur. Alors, la
trace de p est la dimension de Im p

tr (p) = rgp.

Démonstration.

Notons n la dimension de E, q celle de Im p. p étant un projecteur, on a £ = Im p®Ker p.
Soit, (e1,...,eq) une base de Imp. On a dim Kerp = n — ¢, donc on peut trouver une
base (€q+1,...,en) de Kerp. La famille (e1,...,e,) est alors une base # de E et
relativement a cette base, la matrice de p est une matrice diagonale dont les ¢ premiers
coefficients valent 1 et tous les autres sont nuls. Sa trace est donc q. O

Remarque 5.7.2.

Ce résultat est faux pour d’autres endomorphismes que les projecteurs.

Considérer par exemple un endomorphisme de matrice Fio.

6 Sous-espaces vectoriels stables

Dans cette section, F est un K-ev, et u € Z(F).
6.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 6.1.1 (Sev stable par une application linéaire).
On dit qu'un sev F' de E est stable par u si u(F) C F, i.e. pour tout
x € F u(x)eF.

Proposition 6.1.2 (Endomorphisme induit).

Si F est stable par u, soit up : F' — F, x — u(z). Alors up est un
endomorphisme de F'. On l'appelle endomorphisme induit par v sur
F.
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Démonstration.

ur est bien une application définie sur F', et par stabilité de F, elle est a valeurs dans
F.

La linéarité est directe puisque u est linéaire. O

Proposition 6.1.3.
Si F' et G sont deux sev stables par u, alors F'+ G et F NG le sont aussi.

Démonstration.
Direct. O

Théoréme 6.1.4 (Commutativité et stabilité).
Soit u,v € Z(F) tels que u et v commutent. Alors Keru et Imu sont
stables par v.

Démonstration.

e Soit # € Keru. Alors u(v(x)) = uowv(x) =vowu(z) =v(0) =0, donc v(z) € Keru.
e Soit y € Imw. Il existe alors z € E tel que y = u(x). Alors v(z) = vou(x) = uov(x) =
u(v(z)) € Imu. O

Lemme 6.1.5 (Matrices triangulaires et stabilité).
Soit E un espace vectoriel de dimension n et & = (ey,...,e,) une base
de E. Pour k € [1,n], on pose Ejy = Vect(ey,...,ex). Soit u € Z(FE) et
M = Matgz(u).

Alors M est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout k €
[1,n], Ex est stable par w.

Démonstration.
Soit k € [1,n]. Pour que Ej soit stable par u, il faut que u(ex) € Ej, c’est-a-dire que
seuls les k premiéres lignes de la matrice colonne des coordonnées de u(ey) dans #
soient non nulles.

Or la matrice M de u est la matrice formée de ces colonnes. Pour que tous les Ej,
pour k € [1,n] soient stables par u, il est donc nécessaire qu’elle soit triangulaire
supérieure.

Réciproquement, supposons que cette matrice soit triangulaire supérieure. Alors
pour tout k& € [1,n] et tout ¢ € [1,k], on a u(e;) € E; C Ex. Donc pour tout k € [1, k],
u(Ex) C Vectu(ei),...,u(ex) C Ex. O



Remarque 6.1.6.
Ce résultat s’adapte aux matrices triangulaires inférieures, en posant
E = Vect(ek), Es = Vect(ek_l, ek), e

6.2 Stabilité et matrices triangulaires par blocs

Proposition 6.2.1 (Stabilité et écriture par blocs).

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de
dimension p. Soit & = (e1,...,€p,€pt1,...,en) une base de £ adaptée a
F'. Soit enfin v € Z(F). On a la caractérisation suivante : F est stable
par u si et seulement si la matrice de u dans & est triangulaire supérieure

par blocs
A B
0 C

ou A € #,(K) est la matrice de 'endormophisme induit up.

Démonstration.
e Supposons que F est stable par .

. . A B N .
u a de toutes fagons une décompositon de la forme < D C)’ ou A est carrée d’ordre
p et C carrée d’ordre n — p.
Puisque F est stable par u, alors pour tout ¢ € [1, p], u(e;) € F, et donc les composantes
de u(e;) sur epti,..., e, sont nulles. Ceci assure par définition que D = 0. De plus,
u|p est une application linéaire de F' dans E. Si I'on note &' = (e1,...,ep), alors

A . . . s .
Mat@/ﬁ@(u‘F) =10/ Mais on voit facilement qu’en considérant ur, qui n’est autre

que u|, pour laquelle ensemble d’arrivée est F, alors Matg: (ur) n’est autre que
Matgg/,gg(’U/lF) a laquelle on a 6té toutes les coordonnées que (ep+1, ..., €n), qui sont

nulles : c’est exactement A.
A B

0 C
tout 7 € [1,p], u(e:) € F, les coordonnées de u(e;) sur (ep41, - .-, €n) sont nulles, et donc
u(e;) € Vect(e1,...,ep), i.e. u(e;) € F. Par linéarité, on a donc u(Vect(ey, ..., ep)) C F,
donc u(F) C F. O

e Réciproquement, suppposons que Matg(u) = ( . Alors cela signifie que pour
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Proposition 6.2.2 (Stabilité de sev supplémentaires et écriture par
blocs).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F1, ..., F), des sous-espaces
vectoriels tels que E = @_; F;. Soit u € Z(E). Les F; sont tous stables
par u si et seulement si la matrice de u dans une base # = (%1, ..., %))
adaptée a la somme directe est diagonale par blocs

A, 0 - 0
0 A

: %4 .0
0 -~ 0 A4,

ou A; € My, (K) est la matrice de 'endomorphisme induit ug,.

Démonstration.

On remarque que dans la proposition précédente, en appliquant exactement le méme
rainsonnement que pour F'; G = Vect(epy1,...,en) est stable par u si et seulement
si B =0. Or G est un supplémentaire de F'. Nous avons donc exactement montré le
résultat voulu dans le cas p = 2.

Le cas général se démontre de la maniére, par récurrence en écrivant que £ = @f;l F; =

( ?:1F")EBFP+1' O

Corollaire 6.2.3.

Soit E' un espace de dimension finie n, de base # = (ey,...,e,). Soit
u € Z(E) un endomorphisme laissant stable les n droites vectorielles
F; = Vect (e;). Alors, la matrice de u dans la base % est diagonale

A 0 -0
0 X

0
0 0 M\

ou chaque \; € K.



7 Déterminant

7.1 Déterminant d’'une matrice carrée

Définition 7.1.1.
L’application déterminant est 1’'unique application det
vérifiant :

s Mp(K) - K

1. det est linéaire par rapport aux colonnes de sa variable ;
2. det est alternée par rapport aux colonnes de sa variable ;
3. detl, =1.
ail - Gln
Lorsque A = (ajj),;, on note det A =

Gp1 - QOnpn

Théoréme 7.1.2 (Régles de calcul).
Soit A € 4, (K).

1. Ajouter a une ligne ou une colonne de A une combinaison linéaire
des autres lignes ou colonnes ne change pas le déterminant de A ;

2. Multiplier une ligne ou une colonne de A par une constante A € K,
change le déterminant de A en Adet A ;

3. Echanger deux lignes ou deux colonnes de A change le déterminant
de Aen —det A ;

4. Si A a une ligne ou une colonne nulle, ou combinaison linéaire des
autres, alors det A = 0.

Théoréme 7.1.3 (Déterminant d’une matrice triangulaire).
Soit A = (a;,;) une matrice triangulaire. Alors,

det A = H Qg -

i=1
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Remarque 7.1.4.
Avec ce résultat on retrouve facilement qu’une matrice triangulaire est
inversible si et seulement si elle n’a pas de zéro sur la diagonale.

Définition 7.1.5 (Mineur et cofacteur).
Soit A = (ai,j) € ///n(K)

1. On appelle mineur d’ordre (i, j) de A le scalaire A; ; = det A; ; ou
A; j est la matrice de .#,_1(K) obtenue a partir de A en supprimant
la i° ligne et la j° colonne.

2. On appelle cofacteur d’ordre (i,j) de A le scalaire (—1)"7A; ;.

Théoréme 7.1.6 (Développement par rapport a une ligne ou une co-
lonne).

Soit A € 4, (K), A = (a;;), soit i,j € [1,n].

1. Développement par rapport a la i° ligne :
e .
det A =" (1) a; 1 A .
k=1
2. Développement par rapport a la j° colonne :

det A = Z(—l)k—ﬁak’jAk’j.
k=1

Remarque 7.1.7.

Le résultat est le plus important, car il permet de calculer des
déterminants par pivot de Gauss, ce qui est la méthode la plus efficace.
Pour plus d’efficacité, on combinera pivot de Gauss et développement
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: grace a un pivot, on annule tous les coefficients d’une ligne ou d’une
colonne sauf un (deux au pire), puis on développe par rapport a cette
ligne ou cette colonne. On obtient alors un déterminant dont la dimension
a diminué de un. Puis on réitére jusqu’a obtenir une matrice 2 x 2, ou
une matrice triangulaire.

Tout développement par rapport a une ligne ou une colonne contenant
deux ou plus coefficients non nuls est tout a fait inefficace et devra étre
évité.

Proposition 7.1.8 (Propriétés du déterminant d’une matrice).
Soit A, B € #,(K).

1. det (AT) =det A ;
2. det(AB) = det A x det B ;

3. A est inversible si et seulement si det A # 0, et dans ce cas,
det (A1) = ——.

Remarque 7.1.9.

On définit aussi le déterminant d’un endomorphisme (resp. d’une famille
de vecteurs) comme étant le déterminant d’une matrice représentant cet
endomorphisme (resp. cette famille de vecteurs). Il est bien indépendant
du choix de la base.

7.2 Déterminant « par blocs »

Proposition 7.2.1 (Déterminant par blocs).

Soit M = une matrice par blocs de 4, (K), avec A € 4, (K)

B
0 I,
et B € My p(K). Alors
det M = det A.

21

Il - RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Démonstration.

Considérons l'application f : (#n,1(K))" — K telle que f(z1,...,zn) = det M, avec

M = 64 I? ) et B fixée, ol A est la matrice de (z1,...,zy,) dans la base canonique.
n p

Avec un léger abus de notation, on notera ceci f(A). Cette application est n-linéaire
alternée, donc il existe k € K telle que pour tout A € .#,(K), f(A) = kdet A. Or pour
A =1,, M est une matrice triangulaire de déterminant 1, donc k = 1, et le résultat est
démontré. O

Remarque 7.2.2.

B
C’) =detC.

. .« « . |
Nous avons bien siir de la méme manicére det ( 8

Théoréme 7.2.3.

[Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs] Soit M = (61 g)

une matrice triangulaire par blocs. Alors,

det M = det A x det C.

Démonstration.
11 suffit d’écrire

A B\ _ (1. 0\[(4A B
o ¢/ \o c¢)\o 1,)°
Remarque 7.2.4.

Le résultat s’adapte évidemment dans le cas des matrices triangulaire
inférieures par blocs, ainsi que dans le cas de matrices triangulaires par
blocs avec plus de deux blocs sur la diagonale.

A La formule ne se généralise pas aux matrices par blocs non

0010
. . .. 101 00 0 0 [0 O 1 011 0O
triangulaires. Ainsi, 100 0 7£|O 1 .|0 1 _'O O|.|O 0|.
00 01



7.3 Déterminant de Vandermonde

Proposition 7.3.1 (Déterminant de Vandermonde).
Soit n € N* et xg,...,x, n + 1 scalaires. On définit le déterminant de
Vandermonde par

2
1 my x5 ... xf
1 z, =2 ... 2%
V(Zo,%1,...,%n) = : :
2 n
1 =z, =z Ty
Alors,
V(CC(), ,%n) = H (mj xl)
0<i<j<n
Démonstration.

Ce déterminant est un classique parmi les classiques. Il est possible de le calculer
directement par pivot de Gauss. Ici, on le démontre par récurrence.

Les cas n =0 ou n = 1 sont évidents : V(zo) =1 et V(xo,21) = 21 — xo0.

Soit n € N tel que le résultat soit vrai au rang n. Considérons le polynéme
V(zo,...,Zn,X). En le développant par rapport a la derniére ligne, on voit qu’il
est de degré au plus n + 1, et que le terme en X"t a pour coefficient V (xo, . .
Or il est aisé de voir qu’il a pour racines xo, . .., Z. Il existe donc un scalaire k € K tel
que

V(wo, .., m, X) =k [ (X = 20).
1=0

Ce scalaire k est le coefficient dominant de V(xo,...,2n, X), c’est donc en développant
sur la derniére ligne : V(zo,...,z,). Ainsi, en évaluant ce polynoéme en xn+1, il vient

V(zo,. .y Tn,Tnt1) = V(zo,...,%n) H($n+1 — ;)

1=0

ce qui, en utilisant 'hypothése de récurrence, est bien le résultat recherché. O

S Tn).
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8 Polynomes d’endomorphismes

Dans toute cette section, E est un K-ev, P,Q € K[X], u,v € Z(F),
neNet A, B e #,(K).
Le point important de cette section est celui-ci : puisque u € Z(FE),
on peut composer u avec elle-méme, et donc définir u* pour tout k € N
(avec la convention u® = Idg). Comme .Z(F) est stable par combinaisons
linéaires, alors toute combinaison linéaire de puissances de u est encore
un endomorphisme de F.
Le méme raisonnement s’applique aux matrices de ., (K).

8.1 Définitions

Définition 8.1.1 (Polynéme d’endomorphisme).

Soit P € K[X], que I'on écrit Z apX*.
k=0

n
On note alors P(u) = Z apuf. Cest un endomorphimse, et Pon dit que

c’est un polynéme de_l’endomorphimse U.
L’ensemble des polynémes en u est noté Klu].

n
De méme, si A € #,(K), on note P(A) = ZakAk, qui est une
k=0
matrice de ., (K). C’est un polyndme de la matrice A.
L’ensemble des polynomes en A est noté K[A].

Remarque 8.1.2.

Attention aux termes constants :si P = X + 1, P(u) = u + Idg, et
P(A) = A+1,. Les expressions u + 1 et A + 1 ne sont pas homogenes et
n’ont pas de sens.
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. P(u) o Q(u) = (PQ)(u) = (QP(u) = Q(u) o P(u). O
Proposition 8.1.3.
Soit A, u € K. Alors : LRemaqulAle Slpéé2  Po ont rien & vorr. De mé .
- es polynomes et Po (@ n’ont rien & voir. De méme, ne confondez pas
L (AP + p@Q)(u) = AP(u) + pQ(u) ; P(u) o Qu) = (PQ)(u), et (PoQ)(u) = P(Q(u)).

2. (PxQ)(u) = P(u) o Q(u) ;

3. Comme PQ = QP, les polynémes de 'endomorphisme u commutent

Exercice 8.1.5.
Soit x € E. Parmi les expressions suivantes, lesquelles ont un sens 7

entre eux.
1. u?(x) 6. P(Q(u))(z)
Démonstration. 1. Simple écriture de la définition. 2. u(x))Q 7. P(u) o Q(u) (33)
2. On procede par étapes :

eSi P=X"et Q=X", alors (PQ)(u) = (X"T™)(u) = u"™™ et P(u)o Qu) = 3. P(u(x)) 8. P(u)(Q(u)(z))

wrouT =uttm. n 4. (P(u))(x) 9. (PQ)(u)(x)

e SiP=X"et Q=) bX" alors PQ=Y b X"*" donc 5. (Pou)(z) 10. P(u)(2)Q(u)(z).

k=0 k=0
(PQ)(u) = Zbku"Jrk Proposition 8.1.6.
r0 Si u et v commutent, alors P(u) et Q(v) aussi.
— Zbk(un ) De plus, Ker P(u) et Im P(u) sont stables par Q(v).

Avec le premier point, le second est direct grace a[6.1.4

=u"o (Z bkuk> Démonstration.
o

k=0
= P(u) o Q(u). La démonstration du premier point est pénible, donnons-en les étapes :
" — on montre par récurrence sur n que pour tout n € N, uov™ =v" ou ;
e SiP= Z arX® — on en déduit par inversion des réles que pour tout n,m € N, v ov™ = v" ou™,
k=0 ce qui signifie que (X™)(u) et (X™)(v) commutent ;
n — par linéarité on en déduit que P(u) et v" commutent ;
k
(PQ)(u) = Zak [(X Q) (u)] — par inversion des réles on en déduit que P(u) et Q(v) commutent.
k=0 O
= ak [uk o Q(u)] avec le point précédent
k=0
n
= U«k’U‘k‘| o Q(u) par linéarité Proposition 8.1.7 (Matrice d'un polynéme d’endomorphisme).
k=0 Soit # une base de E. Alors Matg(P(u)) = P(Matg(u)).
— P(u) 0 Q(u)
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Démonstration.

On sait que pour tout k € N, Matj(uk) (Matg(u))¥, et ensuite par linéarité

n n n

Mat g <Z akuk> = Z akMatug Z ar(Matg(u))”. O

k=0 k=0 k=0
Cela permet de montrer que les polynémes de matrices vérifient les
mémes propriétés que les polynéomes d’endomorphisme : les propositions
et sont valables en remplacant u et v par deux matrices A et
B de A, (K).

Corollaire 8.1.8.
Si deux matrices A et B sont semblables, alors P(A) et P(B) aussi.

Démonstration.

Soit A, M, B € .#,(K) telles que M est inversible et A = MBM™'. Alors pour tout
kEeN, A* = MB*M~!. Ainsi, par une simple factorisation, pour tout ag, ..., an € K,
> aAt =M <Z akAk> M~ donc P(A) = MP(B)M~". O
k=0 k=0

8.2 Polynoémes annulateurs

Définition 8.2.1 (Polynoéme annulateur).
On dit que P annule ou est un polynéme annulateur de u (resp. A)
si P(u) =0 (resp. P(A) =0).

Exercice 8.2.2.
Soit p un projecteur et s une symétrie. Trouvez des polyndmes annulateurs
de p et s.

Proposition 8.2.3.

En dimension finie, tout endomorphisme posseéde un polynéme annulateur
non nul.

De méme, toute matrice possede un polynéme annulateur non nul.
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Démonstration.

Montrons-le pour un endomorphimse u € Z(E) avec dim E = n, la démonstration
étant similaire pour une matrice.

"*) est de cardinal n?+1

n2

, @,2 non tout nuls tels que Z akuk =0. O
k=0

Nous savons que dim.Z(E) = n?. Or la famille (Idg, u, u?, ..., u

donc elle est liée. Ainsi il existe aog, ...

Exercice 8.2.4.
Montrer que

1. si deux matrices carrées A et B sont semblables, A et B ont les
mémes polynémes annulateurs ;

2. si A est une matrice carrée, A et AT ont les mémes polynémes
annulateurs.

8.3 Exemples d’utilisations d’un polynéme annulateur

n
e Soit u € Z(F), possédant un polynéme annulateur P = Z ap X" tel
k=0
que ag # 0.
On a alors : aoldg +uo (37—, aiui_l) = 0, ce qui prouve que u est
inversible et permet d’exprimer u~! & I’aide des puissances de w.

e Soit u € Z(F), possédant un polynéme annulateur (non nul) P. Alors,
pour tout n € N, la division euclidienne de X"™ par P s’écrit : X" =
PQ,, + R, (ot deg(R,) < deg(P) ). On a alors : u" = P(u) o Qn(u) +
R, (u) = Ry(u), ce qui permet d’exprimer u™ a l'aide des puissances de u.

Exercice 8.3.1.

Soit A =

— =N

11

2 1

1 2

1. Trouver une relation entre A2, A et I3. En déduire A™ pour tout
n € N.

2. Montrer que A est inversible, calculer A~

3. Calculer A™ pour n € Z.



9 Interpolation de Lagrange

9.1 Définition du probleme

Dans cette partie, on considére un entier n et (xo,vo), ..., (Tn, yn) des
couples d’éléments de K.
On aimerait savoir s’il existe un polynéme P vérifiant
Vie[0,n] P(zi) =y, (2)

dit autrement, on cherche s’il existe une fonction polynomiale dont le
graphe passe par tous les points (z;,y;) pour ¢ € [0,n].

Il est bien évident que s’il existe 7 et j distincts tels que z; = x;
et y; = y;, on peut supprimer le couple (z;,y;) de la liste des couples
considérés sans changer le probleme.

Il est évident également que s’il existe i et j distincts tels que z; = x;
et y; # yj, il n’existe pas de solution.

C’est pourquoi, par la suite, on suppose que zg, ..., T, sont deux
a deux distincts.

9.2 Polynémes de Lagrange

Définition 9.2.1 (Base de Lagrange).
On appelle base de Lagrange associée auxr points xg, ..
(n+ 1)-uplet (Lo, ..., L,) vérifiant pour tout i € [0,n] :

., Ty le

1
% ié[o,n]
J#i
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Proposition 9.2.2.
Pour tout (i,j) € [0,n]?, on a L;(z;) = 1 et Li(x;) = 0si j #i.
Autrement dit, dans tous les cas, on a

Li(zj) = 0ij.

Corollaire 9.2.3 (Expression d’un polynéme dans la base de Lagrange).
Soit (g, ..., \n) € K*L. Alors, en posant

on a pour tout ¢ € [0,n] :

Théoréme 9.2.4.

(Résolution du probleme de Lagrange dans K, [X]).

Il existe un unique polynéme P de degré au plus n vérifiant ’équation .
Il s’agit du polynome

n

Démonstration.Unicité sous réserve d’existence Soit P et (Q deux polynémes de
degré au plus n vérifiant la propriété demandée. Alors P et ) coincident en n + 1
points distincts et sont de degré au plus n donc P et ) sont égaux.

Existence Le polynéme donné dans ’énoncé vérifie évidemment 1’équation . Par
ailleurs, il s’agit d’une combinaison linéaire de polynémes qui sont tous de degré
n. Il est donc de degré au plus n.

O

Exercice 9.2.5.



Montrer que pour tout P € K,[X], il existe un existe un unique
n

(Aos -5 An) €K™ tel que P =Y\ L;.
i=0

Exercice 9.2.6.

Déterminer 'unique polynéme P de degré au plus 3 vérifiant P(—1) = —9,
P(0) = —1, P(1) =5 et P(2) = 21.

Corollaire 9.2.7.
(Résolution du probleme de Lagrange dans K[X]).
L’ensemble des polynoémes vérifiant 1’équation (2]) est

{PxD+P | PeK[X]}

ou
n
D =J[(X — ),
i=0
n
Po=) vl
i=0
Démonstration.

Remarquons tout d’abord que pour tout ¢ € [0,n], on a D(z;) = 0.

Analyse Soit (Q un polynéme vérifiant 1’équation . En effectuant la division eucli-
dienne de Q par D, on peut écrire @ sous la forme P X D + R ou P € K[X] et
R € K[X] avec deg R < n+ 1. On a donc deg R < n.

De plus, pour tout 7 € [0,n], on a R(x;) = Q(x;) — P(zi)D(x;) = yi — P(zi) X0 =
y;. Donc R est nécessairement le polynome Py et P s’écrit sous la forme P x D+ Py.

Synthése Réciproquement, soit P un polynéme. Posons Q = P x D + Py. Alors pour
tout i € [0,n], on a Q(z:) = P(x:) x 04 Po(x:) = yi. Donc Q vérifie 'équation (2).

Conclusion L’ensemble des polynémes vérifiant ’équation est

{PxD+P | PeK[X]}.
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Remarque 9.2.8.
En exprimant I’équation sous la forme

(P(z0),-- -, P(xn)) = (40, - > Yn),

cet ensemble de solutions est encore un ensemble de la forme solution
particuliere plus ’ensemble des solutions de I’équation homogene associée.

9.3 Lien avec le déterminant de Vandermonde

L’existence et 'unicité d’une solution de degré inférieur ou égal a n au
probléme posé aurait aussi pu étre vue de la maniere suivante
n

Soit P = Z aka.

k=0
n

L’équation P(x;) = y; s’écrit alors Z apzy = y;. On peut la mettre sous

k=0
forme matricielle, ce qui donne
ao
2 a1
n J— .
(1 Ti xp e mi)x | T Y
Gn

Ainsi P est solution si et seulement si les a; sont solution de I’équation
matricielle suivante

ao Yo
ai Y1
M x =
Qn Yn
1 xg 2% - af
avece M = |1 z; 22 --- af

Mais det M est un déterminant de Vandermonde, et il est non nul
car les x; sont distincts. La matrice M est donc inversible, et donc



ao Yo

ai 4| . .
=M est I'unique solution.

Qan Un

Cette méthode a I'inconvénient de ne pas donner d’expression exacte
exploitable de la solution, car on ne sait pas calculer M ~! de maniere
exacte. Elle se prét par contre a des calculs approchés.

La base de Lagrange n’est pas idéale non plus : si on change un des z;,
ou si I'on rajoute un point, tous les polynémes de Lagrange changent.
Il existe aussi la base de Newton, qui contourne ce probleme. Ses vecteurs

k
sont les (H(X - xz)> :
1=1 ke[1,n]

Exercice 9.3.1.

Calculer le polynéme d’interpolation de Lagrange P vérifiant P(0) = 2,
P(1) = -1, P(2) = 3 et P(—1) = —2, sans utiliser les polynémes de
Lagrange. On cherchera une solution sous la forme a + bX + ¢X (X —
1) 4+dX(X —1)(X —2)+eX (X —1)(X —2)(X +1). Cette méthode est
appelée méthode d’interpolation de Newton.

10 Exercices classiques

10.1 Image d’une base par un endomorphisme

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel F de
dimension finie.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
endomorphisme u tel que Ker(u) = F et Im(u) = G.

2. Construire un tel endomorphisme u avec E = R3,
F = {(z,y2)eR¥|z4+y+2=0} dans R® et G =
{A2,-1,-1) | xeR}.
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10.2 Expression et éléments caractéristiques d’un projecteur ou
d’une symétrie

1. Donner les éléments caractéristiques de I'application f définie sur R3

par :
R} — R?

Iy x 1 (3 — vy + 22

’ yl — -|—2 + 3y + 2z

z r + y + 2z

2. Donner l’expression de la symétrie par rapport & Vect(1,0,—1) et
parallelement a Vect ((1,2,0), (1,1, —1)).

10.3 Une caractérisation des homothéties

Soit f € Z(F), ou E est un K—espace vectoriel.

1. Déterminer ’ensemble des endomorphismes de F laissant stables
tous les sev de dimension 1.

Cette question est archi-classique, et n’est pas toujours présentée
sous cette forme.
On pourra se demander le lien entre

Ve e E,IXN €K, f(z) =\

et
N eK,Vz e E, f(x) = \x.

2. Déterminer I’ensemble des endomorphismes de E laissant stables tous
les sev de dimension 2.

3. Si E est de dimension finie, en déduire le "centre" de £ (E), c’est-a-
dire I’ensemble endomorphismes qui commutent avec tous les endo-
morphismes (on pourra remarquer qu’un tel endomorphisme commute
nécessairement avec les projections sur toutes les droites vectorielles).

4. Quel est le centre de .#,(K) ?

5. Retrouver le résultat précédent en utilisant la base canonique de

My (K).
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10.4 « Inégalité triangulaire » et une autre inégalité autour du
rang

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et u,v €
Z(E,F).

1. a) Montrer que rg(u + v) < rg(u) + rg(v).
b) En déduire que |rg(u) —rg(v)| < rg(u + v).

2. On suppose que E = F, et dim £ = n. Montrer ’encadrement :

rg(u) + rg(v) — n < rg(uov) < inf(rg(u), rg(v)):

10.5 Noyaux itérés

Soit f un endomorphisme d’un espace de dimension finie n non nulle.

On définit, pour tout entier naturel p :

F,=Ker(f?) et Gp,=Im(f")

( fP désigne l'itérée d'ordre p de f : fO=1Id et, fPHl = fo fP).

1. Démontrer que, des deux suites de s.e.v. (F)) et (Gp), I'une est
croissante et Iautre décroissante (pour I'inclusion).

2. Démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel r tel que F,, = F,11,
et démontrer qu’alors, pour tout entier naturel p supérieur ou égal a
T, Fp = Fp+1.

3. Démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel s tel que G5 =
Gsyi1, et démontrer qu’alors, pour tout entier naturel p supérieur ou
égal a s, G, = Gpi1. Y-a-t-il un lien entre r et s 7

4. Démontrer que Gy et F,. sont supplémentaires dans E.

5. Soit Hy41 un supplémentaire dans Fyio de Fj41. Démontrer que la
restriction de f & Hjy; est injective, que f (Hy1) est un sous-espace

vectoriel de Fj41 et qu’il est en somme directe avec Fj. En déduire
que la suite (), ou o = dim Fy 41 — dim Fj, est décroissante.
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10.6 Endomorphismes nilpotents

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n > 1. On dit que f € Z(F)
est nilpotent lorsqu’il existe k > 1 tel que f* = 0.

1. Montrer qu’il existe un unique entier p € N* tel que fP~! # 0 et
fP = 0. Cet entier est appelé indice de nilpotence de f.

Dans cet énoncé, on considere f € Z(E) nilpotent d’indice p.

2. Montrer qu’il existe z € E tel que .# = (x, f(z),---, fP~1(z)) est
une famille libre.

3. En déduire que p < n.

4. On suppose dans cette question que p = n. Déterminer Mat z(f) et
rg(f)-

5. Donner un exemple d’espace vectoriel ¥ de dimension n et d’endo-
morphisme f € Z(F) nilpotent d’indice n.

6. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est trian-
gulaire supérieure a diagonale nulle.

10.7 Endomorphismes de rang 1

Soit A € #,(K) de rang 1.
1. Montrer qu’il existe C' € 4, 1(K) et L € 4 »(K) vérifiant A = CL.

2. Montrer qu’il existe a € K tel que pour tout entier naturel non nul
n, A" = a" LA,

3. Montrer que A% = tr (A)A.

4. Apres avoir calculé (14 tr A)(A+1,) — (1 + tr A)I,,, déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que A + I,, soit inversible. Le
cas échéant, déterminer (A + I,,) 1.

10.8 Matrice a diagonale dominante

Soit n € N*.



Soit A une matrice de .#,(C) a coefficients diagonaux dominants,

c’est-a-dire telle que :

n
Vie[Ln] lag > lai;l.

Montrer que A est inversible.

Jj=1
J#i
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10.9 Une caractérisation de la trace

Trouver toutes les formes linéaires f sur ., (K) vérifiant :
VA, B € M(K), f(AB) = f(BA).

Indication : pour deux matrices élémentaires E;; et Ej g, calculer le
produit E; ;jEy .
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