Intégrales dépendant d’un parametre
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I. La fonction I' (banque CCINP MP)

Soit x € ]0, 4+00].
La fonction t — e #t®~1 est définie, positive et continue par morceaux sur
10, 4+o0].

) o~ ettt =
f(x )t~>0+ ¢

prE est intégrable sur 0, 1] (fonction de

Riemann avec 1 —z < 1).
Dong, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, t — f(x,t) est
intégrable sur ]0,1] . (*)

De plus, lim t2f(x,t) = 0, donc, pour ¢t au voisinage de oo,
t—+o0
1

Fla.) = ol ).

Or t — — est intégrable sur [1, +-oo[ (fonction de Riemann intégrable).

Donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,4+o00[. (*¥*)
Donc, d’apres (¥) et (**), t — f(z,t) est intégrable sur |0, +o0].

“+oo
Par intégration par parties, justifiée ci-apres / eTHrdt =
+ e ’
— o0 — —
[—e "], e t" 7l dt.
Le crochet possede des limites finies a ses bornes par croissances comparées,
et est de valeur nulle, ce qui valide ce calcul et donne

D(z+1) =2l (2).

i) pour tout > 0, t —> f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur
10, +o00[ (d’apres la question 1.).
ii) V¢ € ]0,+o0, la fonction = +— f(x,t) est dérivable et V (x,t) €
0
}0,+oo[2,a—£(a:,t) = (Int)e t*~ 1
of

iii) Pour tout « > 0, t — —=(x,t) est continue par morceaux sur ]0, +oo].

0z

0
iv) Pour tout ¢ > 0, = —f(x, t) est continue sur ]0, +00[.
v) Pour tout [a,b] C |0, 400 et V (¢, ) € ]0, +o0[ X [a, b]

af |Intle~t*~t si ¢ €]0,1]
) < = ’
B (z,t)] < p(t) avec p(t) { |1nt\e_ttb_1 si te[l,+o00]

avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur |0, 4+o0].
En effet :

~ a_l — . 1_& — . a —
o(t) ot [Int|t ©1(t) et tlir(gl+t 201 (1) }gl%tz |Int| = 0.
1
Donc, au voisinage de 0, ¢;(t) = ¢ (tla>
2

a

Ort+— ey est intégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 — 5 < 1).
2

Donc, ¢; est intégrable sur ]0, 1].

Donc, par critere d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable

sur 0,1[. (%)

lim #2p(t) = 0.

t——+oo

1
Donc, pour ¢ au voisinage de +00, ¢(t) = ¢ (t2>

Or, t — 2 est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).

Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (**)
D’apres (*) et (**), ¢ est intégrable sur |0, +o00].

D’oti, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametres, I' est
de classe ¢! sur ]0, +o0l.

De plus, V& € ]0, +o0[, I'(z) = /
0

+oo
(Int)e~t*~1dt.
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II. Produit de convolution

Soit f une fonction continue T-périodique, avec T > 0.

Soit y € f(R). Il existe donc x € R tel que y = f(x).

Posons k = | %]. Alors « = kT + (z — kT). Puisque k € Z, alors y = f(z) =
flz —kT).

Mais k < % <k+1ldoncO0<z—kT <T,etainsiy e f([0,T]). Et donc
f(R) C f([0,T]).

Mais f est continue et [0, 7] est un segment, donc f([0,7]) est un ensemble
borné, donc f(R) aussi.

Pour tout réel x, f * g(x) est définie comme intégrale sur un segment d’une
fonction continue. Une fonction continue 27-périodique est bornée. Donc on
peut majorer :

ce qui permet de dire que f x g est bornée et Noo(f * 9) < 27 Noo (f) Noo(9)-

La 2m-périodicité de f * g résulte immédiatement de celle de f.
Il s’agit ensuite de montrer que, si f et g sont continues, f * g l'est.
Définissons ¢ : (z,t) — f(x —t)g(t) sur R x [—7, 7]. Elle est continue par
rapport a chacune de ses variables, et

V(z,t) € R x [-m7], [@(2,t)] < Noo(f)Noo(9)-

Or la fonction ¢t — Noo(f)Noo(g) est continue sur [—m, 7] (la continuité par
morceaux suffirait), intégrable sur ce segment. Le théoréme de continuité

sous le signe [ permet alors de conclure.

Nous avons

T

(f*g)(z) = flz —t)g(t)dt

—T

T+
= / f(uw)g(z — uw)du (changement de variable t = x — u).

—T

Mais

T+ - s
[ g —wdi= [ sl - wdus [ fgle - udu

—T xr— —T

4+
+/ f(w)g(a — u)du

et, en faisant le changement de variable v = u + 27, u = v — 27 dans la
premiére intégrale, tenant compte de la 2w-périodicité de f et g, on obtient
finalement

fxg=gx*f.

5)

Si k =1, on obtient /

T

e =Ftqr — ox.

—T

Si k # l,/ etI=Rtq = {

—T

Finalement e x ¢; = {

0
2mey,

1 ‘ T
i(l—k)t _
—m° ]_ﬂ .

sik#1
sik=1
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III. L’intégrale de Gauss

xT
Onpose f=F?ou F:z+ / e dt est la primitive s’annulant en 0 de
T e

avec pour tout z > 0, f/(z) = 2F'(z)F(x) = 20—7" / et
0

. La fonction F est de classe €' sur RT. Donc f 'est également,

—2? (1447
AR s —
@0
t — h(z,t) est continue sur [0,1] et donc intégrable sur [0, 1]. Pour tout
_ope (1+t%)a

Posons h pour (z,t) € R* x [0,1]. Pour tout = > 0,

h
t € 0,1],z + h(x,t) est de classe € sur R*avec g—(x, t) =
x

Soit [a,b] C Ry. Pour (x,t) € [a,b] x [0,1], < 2bett — 2b

oh

- , t
ox (2,7)
est continue et intégrable sur [0,1]. Donc g est de classe €' sur Rtavec,

2 ! 2
—x / e~ %
0

xr
changement linéaire v = xt donne Vx € RT, ¢'(x) = —2e~7’ / e du.
0

1
pour tout z > 0, ¢'(z) = —235/ e () qr = —2¢ ¥ 2dt. Le
0

D’apres les calculs précédents, f+ g est de classe 6! sur R, de dérivée nulle.

1

dt
La fonction f + g est donc constante. Or f(0) =0 et ¢g(0) = / — =
0

1+¢2
0, f(x) + g(x) = 7.

La fonction ¢ : t — et est intégrable sur RTcar ¢ est continue sur RTet
o(t)= o (e7%). Ainsi lim f(z) = I?. On détermine la limite de g en
t——+oo T—+00

Arctanl = Z Pour tout =z >

)

7w2

1
~+o0 par encadrement. Pour > 0, on a 0 < g(z) < / 1e+7t2dt = %e
0

— ; 2 _ T
wginoo g(x) = 0. En conclusion I* = 1 et

VT

puisque I > 0, on obtient I = -5

71‘2

Par encadrement, on obtient
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IV. Transformée de Laplace et intégrale de Dirichlet

sin(?
F est bien définie sur RY} car pour s > 0, on a e““% = 1 et
—
—st Sln(t) _ 1 i Sll’l(t) . ,
s T e ® (t—z) donc t — e~* — est intégrable sur R pour
s> 0.

D’apres la premiére phrase de I'énoncé, F(0) est définie également.
Montrons que F est de classe € sur R%.

t
Soit f : (x,t) € RT x R} Sm( ) . Alors f est de classe € s
0
(Ri)Q avec a—i(w,t) = —e " "sin(t). ;
Soit a > 0, pour tout = > a et t > 0, ’f(x t)| = e *|sin(t)| < e et

t — e 7% est intégrable sur R*, donc par théoréme de dérivation sous le
signe somme, F est de classe ¢! sur ]a, +oo[, donc sur R, avec pour tout

s> 0,
—+oo —+o0 )
F'(z) = —/ e “tsin(t)dt = —Im (/ e (=t dt)
0 0

1 1
=Im | - = — .
(zx) 14 22

Donc il existe ¢ € R tel que V& > 0, F'(z) = ¢ — arctan(z). Or, comme

1
-0
€r xT—+oo

+oo
|F(z)| < /o e " dt =

On a donc ¢ = g et Ve >0,F(x)= g — arctan(x).

Il n’est pas possible d’utiliser le théoreme de continuité sous le signe intégrale

t

n’est pas intégrable sur R.

1
_ Sln
:/ e xt
0
—+oo
:/ xtsm
1

La fonction F] est de classe €0 sur Rt car on dispose de la domination

|f(x,0)] = e—xtw

en ’état car t —

Posons

)dt

de sorte que F' = F; + F5.

< 1 et la constante 1 est intégrable sur 0, 1].



Montrons la continuité sur Ry de Fo, = ImG avec G : z —

+oo | —(z—i)t
[
1 t

Pour X > 1,
X | —(z—i)t 1 o—G@—it7¥ 1 X | —(z—i)t
/e dt:[, c ]+, /Gth
1 t 11— 4 1 11— )y t
ef(mfi)t 1 ef(zfi)t
Comme — < 2 la fonction t — — est intégrable et
ol 1 +o00 e—(m—i)t
G(zx) = —— dt
(z) x—1 + i—x /1 t2
ef(zfi)t
Or, (z,t) — —m est continue sur RT x [1,+o00[ et on dispose de la
e —(z—i)t 1
domination = < el donc G est continue sur RTdonc Fy et Iy le

sont. Et donc F' aussi.
+oo o
t
4) Onadoncg:F(O):/ sin(®)
0

t

dt.
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