XV. Espaces vectoriels préhilbertiens et
euclidiens

I.

1)

Inégalité de Cauchy-Schwarz et application (banque CCINP
MP)

a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).
On pose Vz € E, ||z]| = /(z|).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(z,y) € E?, | (z|y)| < ||z||||yl]
Preuve :
Soit (z,y) € E%. Posons VA € R, P()\) = ||z + Ay||?.

On remarque que YA € R, P(\) > 0.

De plus, P(\) = (z + Myl + \y).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (|), P(A) = ||y||? % + 2) (z|y) +
2112

On remarque que P()) est un trindme en \ si et seulement si ||y||? # 0.
Premier cas :siy =0

Alors | (z]y) | = 0 et ||z]| ||y|| = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz
est vérifiée.

Deuxiéme cas : y # 0

Alors |ly|]| = /(yly) # 0 car y # 0 et (|) est une forme bilinéaire
symétrique définie positive.

Donc, P est un trindme du second degré en A qui est positif ou nul.
On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (aly)” — |Jz|2[y|[> done (z]y)? < I|=|2lly]1>

Bt donc, | (zly) | < |lI|[Iy]l

b) On reprend les notations de 1. .
Prouvons que Y(z,y) € E?, | (z|ly)| = ||z||||y|]| <= =« et y sont coli-
néaires.
Supposons que | (z|y) | = ||]||y[-

Premier cas : siy =0

Alors x et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : si y # 0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double

Ao-
C’est-a-dire P(A\g) = 0 et comme (|) est définie positive, alors
z+ Aoy = 0.

Donc z et y sont colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3 a € R tel que £ = ay ou y = ax.

Supposons par exemple que & = ay (raisonnement similaire pour 'autre
cas).

[(zly)| = lal|(Wly)| = V(@) [yl
Va2 (yly)llyll = lal-llyl]*.

Donc, on a bien 1’égalité.

o] [lyl1* et |l=[] Iyl

2) On consideére le produit scalaire classique sur € ([a, ], R) défini par :

b
V(f,9) € € ([a,0],R), (flg) = [ [f(t)g(t)dt.

b -
OnposeA:{/ f(t)dtx/ fgt)dt’feE}'

ACR.
A # @ car (b—a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction t — 1 de E).

b b
1
De plus, V f € E/ f)dt x / T )dt 0 donc A est minorée par 0.
On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
Soit f € E.
b 1 2

On considere la quantité ( / VI (t)\/mdt> .

b ) ‘ 2 b 2
D’une part, / V) —=dt | = / 1dt | = (b—a)?.

( a V() a

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit
scalaire (| ) on obtlent

(/F > /fdt/—dt

On en déduit que V f € E, / ft dt/ —dt (b—a)?.

Donc m > (b— a)?.
b b
Et, si on considere la fonction f : ¢t —— 1 de E, alors / f(t)dt/ mdt =

(b—a)?.
Donc m = (b —a)%.



II. Polynomes de Legendre

1) Bilinéarité et positivité évidentes et si o(P, P) = 0 c’est que P est la fonction
nulle car P2 est une fonction continue positive d’intégrale nulle. On en déduit
que P est le polynéme nul car il posseéde une infinité de racines, d’ou la
propriété de définie positivité.

2) a) (2 - l)k est de degré 2k donc sa dérivée k-iéme est de degré 2k—k = k.

a* ((+-1)")

b) En intégrant par parties en posant v’ = et u=2a" ona

k—1 2 k dat
v= % et ' =iz' ! dou
1od (@)
iopk) _ i
w(X,f)—/_lx e dx
! ((m2 - 1)’“) ' T ((x2 - 1)’“)
= |z e 7/71w P dx

-1

Mais 1 et -1 sont des racines de multiplicité k de py(z) = (22 — 1),
donc 1 et -1 annulent py jusqu’a sa dérivée k — 1-iéme. Ainsi,

_ k
. (Xi,f’“) _ /1 i qk1 S(;Q_: 1) ) "

-1

Une nouvelle intégration par parties donne

. ar=2 ((132 — 1)k> '

drk—2

@(lefk> = _ixi_
-1

_2 2 \k
+/1 i(i—l)xi_2dk <($ 1))dx

1 dxk—2

k—2 2 1\k
:/1 z‘(z’—l):ci—Qd <(x 1))dx

. dgk—2

dk—2 <(x2 — 1)k)

. Et ainsi de suite : en
dzk—2

puisque 1 et -1 annulent

dérivant ¢ + 1 fois, il restera

@ (a2 - 1)")

dxk—i

e (X1 M) = | (=Dt

@ (a2 - 1)") |

puisque 1 et -1 annulent P

c) Par définition méme du processus d’orthonormalisation de la base
(1, X,...,X™), on a Vect (l,X, . ,Xi) = Vect (eg, €1, ...,e;), donc
chaque e; est combinaison de 1,X,..., X" Puisque ¢ (Xj,fk) =0
pour tout j € {0,...,k — 1}, on a ¢ (e;, fr,) = 0 lorsque j < k — 1.
Enfin, fj, étant de degré k, fi, est combinaison de (1, X, ..., X*) donc
de (eg,e1,...,ex) et on peut donc écrire

k
fr = Z Aje;
=0

et comme (ep,...,e,) est une base orthonormée, ¢ (f,e;) = A;. Clest
donc que A; = 0 pour tout j <k —1et fr = Apex.



1)

2)

3)

III. Une projection orthogonale (banque CCINP MP)

D = Vect ((1,2,3)).

(1,2,3) & P car les coordonnées du vecteur (1,2, 3) ne vérifient pas ’équation
de P.

Donc DN P ={0}. (%)

De plus, dim D +dim P =1 +2 = dimR3.  (**)

D’apres (*) et (**), R® = P& D.

Soit u = (z,y, 2) € R3.

Par définition d’une projection, p(u) € P et u — p(u) € D.

u — p(u) € D signifie que o € R tel que u — p(u) = (1,2, 3).
On en déduit que p(u) = (v — @,y — 2, z — o). (F*%)

1
Or p(u) € P donc (x—a)+(y—2a)+(z—3a) = 0, c’est-a-dire a = 6(x+y+z).
1
Et donc, d’apres (***), p(u) = 6(5x —y—2z,—2x+4y — 2z, -3z — 3y + 32).

Soit e = (ey, €2, e3) la base canonique de R3.

5 -1 -1

1
Soit A la matrice de p dans la base e. On a A = 5 -2 4 =2
-3 -3 3

On pose €} =(1,2,3), e, = (1,—1,0) et e5 = (0,1, —1).
e} est une base de D et (e}, €%) est une base de P.

Or R? = P® D donc €’ = (e}, e}, €}) est une base de R3.

De plus ¢} € D donc p(ej) = 0. e}, € P et e5 € P donc p(eh) = e et

Ainsi, M (p, e’

N~—

I
o O O
S = O
_ O O

1)

2)

3)

4)

IV. Une distance (banque CCINP MP)

On a immédiatement & = Vect (I, K) avec K = ( _01 (1) ) ’

On peut donc affirmer que & est un sous-espace vectoriel de #s(R).

F = Vect(Iz, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de &.
De plus, I et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (Iz, K) est une base de F.

Soit M = (‘CL Z) € My (R).

Comme (Iz, K) est une base de &,

M e F+ < p(M,Iy) =0 et p(M,K) = 0.
Clest-a-dire, M e F+ <= a+d=0et b—c=0.
Ou encore, M € F+ <= d=—aet c=b.

On en déduit que F+ = Vect(A4,B) avec A =

0 1

1 0 )
(A, B) est une famille libre et génératrice de %+ donc (A, B) est une base
de F+.

On peut écrire J =1, + Bavecl, € F et B F+.

Donc le projeté orthogonal de J sur F+ est B = <(1) (1))

On note d(J, F) la distance de J a &.

D’apres le cours, d(J, F) = ||J — pz(J)|| ot pz(J) désigne le projeté ortho-
gonal de J sur .

On peut écrire & nouveau que J = Iy + B avec I, € & et B € F+.

Donc pg(J) = L.

On en déduit que d(J, F) = ||J — pz(J)|| = ||J — L[| = || B|| = V2.



V. Une autre distance

+oo
. <P0|P1>:/ 1't€7tdt111:1
1) Soit P et Q dans E. 0

La fonction f :t+— P(t)Q(t)e”" est continue sur [0,+oo[. Donc f(t) = Donc P=P, —Py=X — 1
1 oo g oo '
0 — |- Puisque / — dt converge, 'intégrale / P(t)Q(t)e " dt
t—too \ t .t 0 2 e 2 —t
est absolument convergente donc convergente. 1P| = / (t—1)e"dt=L—-2I1 +lp=2-2+1=1
0

2) Par commutativité du produit dans R, (P, Q) — (P | Q) est symétrique.

La linéarité de l'intégrale et les regles usuelles de calculs de R entrainent la

linéarité de P — (P | Q). Par symétrie on a la linéarité a droite.
+oo

Pour tout P € E, (P | P) = / P(t)%e™" dt est positive car f : t

Une base orthonormale de & est (Qo, Q1) = (1,X —1).
Projeté orthogonal de Py sur 2 = vect (Qo, Q1).
On a alors si p désigne la projection orthogonale sur & :

_— . 0 ) . . p(Pr) = (Qo | Px) Qo+ (Q1 | Pr) Qo
P(t)%e™" est positive. De plus si (P | P) =0, f étant continue, positive et 5 9 5
d’intégrale nulle sur [0, +oo[, on a f = 0 sur [0, +oo[. D’olt P est nul sur lp (P)lI” = (Qo | Pr)” + (@1 | Pr)

[0, +00]. Donc P est un polynéme qui a une infinité de racines : P est le Or (Qo | Px) =Ix =klet :

polynéme nul. _ &
La forme (P, Q) — (P | Q) est symétrique, bilinéaire, définie positive : c’est (@] Pr) = <X -1]X >

un produit scalaire sur E. = <X | Xk> - <1 | Xk>
3) Classiquement /0+OO et dt = [fe*t]goo = lcar tiiinoo et =0. Z ?Z:{ 1_)|Ik_ k!
Pour p € N*, on a par intégration par parties : = k(k!).
Iy = /+Oo et dt = [tre~"] +p/+oo et dt ar Il (Pe)II” = (14 k) (k1)2. Enfin [|P])* = (X* | X*) = Loy = (26) !
0 0
Puisque lim;_, 4 tPe~* = 0, on obtient pour tout p > 1,1, = pI,_;. my = ||pk||2 —lp (pk)||2 = (2k)! — (1 + kQ) (k1)?

o0
On en déduit que pour p € N, I, = / tPe~t dt = pl.
0

4) Soit k € N\{0, 1}. Notons P, = X*.
En notant d la distance au sens de(])de P, & P = vect (Py, P1), on sait
que :

+oo 9
my = inf / (t" —at—b) et dt=d?
(a,b)ER? Jg

Base orthonormale de & (par la méthode de Gram-Schmidt)

“+o0
||Po||2 = / 1%2et dt = Iy = 1. Donc Py est de norme 1
0

Posons P:P1 - <P0 ‘ P1>P0.
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