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XV - ESPACES VECTORIELS PRÉHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

Le corps de base est R. n, p, q, r et s désignent des entiers naturels
non nuls. E désigne un espace vectoriel.

1 Produit scalaire et norme associée

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 (Produit scalaire).
On appelle produit scalaire sur E toute application φ : E × E → R
bilinéaire symétrique et telle que pour tout x ∈ E, on ait d’une part
φ(x, x) ⩾ 0 et d’autre part φ(x, x) = 0 si et seulement si x = 0. Un espace
vectoriel réel muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien. Si de plus
il est de dimension finie, il est dit euclidien.

Remarque 1.1.2.
1. Différentes notations sont utilisées couramment pour le produit sca-

laire de x et y : (x | y), ⟨x | y⟩ , (x, y), ⟨x, y⟩ , x · y.
2. Par bilinéarité, si x ou y = 0, ⟨x | y⟩ = 0.
3. La symétrie et la linéarité par rapport à une variable suffisent à

montrer la bilinéarité.

Exemple 1.1.3.
1. Les produits scalaires usuels sur R2 et R3 sont bien évidemment des

produits scalaires.
2. Il existe de nombreux produits scalaires sur R2 ; par exemple

((x1, y1), (x2, y2)) 7→ x1x2 − y1x2 + 2y1y2 − x1y2.
3. Il existe également sur Rn un produit scalaire canonique ;

(x1, . . . , xn).(y1, . . . , yn) =
n∑

k=1
xiyi.

4. Par extension, tout R-ev de dimension n, étant isomorphe à Rn, est
muni d’un produit scalaire.
Ainsi, sur Rn[X] le produit scalaire usuel est

(
n∑

k=0
akXk

)
.

(
n∑

k=0
bkXk

)
=
(

n∑
k=0

akbk

)
.

De même, le produit scalaire usuel sur Mnp(R) est

(aij)(i,j)∈J1,nK×J1,pK.(bij)(i,j)∈J1,nK×J1,pK =
n∑

i=1

p∑
j=1

aijbij .

On se reportera à l’exercice « Norme d’algèbre sur les matrices » du
chapitre sur les espaces vectoriels normés pour se rappeler que pour
ce produit scalaire, ⟨A, B⟩ = tr A⊤B.

5. Soit a et b deux réels avec a < b. Sur C ([a, b],R), l’application

(f, g) 7→
∫ b

a
fg est un produit scalaire (attention : cet espace est de

dimension infinie, donc n’est pas euclidien, mais préhilbertien réel).

Exercice 1.1.4.
L’espérance munit-elle l’ensemble des variables aléatoires réelles sur un
espace probabilisé fini d’un produit scalaire (via ⟨X, Y ⟩ = E(XY )) ?

Proposer une solution à ce « problème ».

1.2 Norme associée à un produit scalaire

Définition 1.2.1 (Norme associée à un produit scalaire).
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien. On appelle norme associée au
produit scalaire ⟨· | ·⟩ l’application x 7→

√
⟨x | x⟩.

Remarque 1.2.2.
1. Il est clair, par positivité du produit scalaire, que cette application

est bien définie. La racine carrée étant à valeurs dans R+, elle est de
plus à valeurs dans R+. Il reste à voir si cette application est bien
une norme.

2. La norme associée à un produit scalaire dépend évidemment du pro-
duit scalaire. Par exemple sur R2, les normes associées respectivement
au produit scalaire usuel et au produit scalaire ((x, y), (x′, y′)) 7→
1
2xx′ + 2yy′ sont différentes (regarder par exemple les valeurs pour
les vecteurs (1, 0) et (0, 1)).
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3. On a directement que pour une famille (x1, . . . , xn) de vecteurs,
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥
2

=
∑

1⩽i,j⩽n

⟨xi | xj⟩

=
n∑

i=1
∥xi∥2 + 2

∑
1⩽i<j⩽n

⟨xi | xj⟩ .

Pour deux vecteurs, on retrouve ∥x ± y∥2 = ∥x∥2 ± 2 ⟨x | y⟩ + ∥y∥2 .

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, (E, ⟨· | ·⟩)
désigne un espace vectoriel préhilbertien, et ∥.∥ la norme associée à son
produit scalaire.

Proposition 1.2.3.
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien et ∥.∥ la norme associée. On a

1. ∀ x ∈ E ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0 ;
2. ∀ λ ∈ R ∀ x ∈ E ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥.

Démonstration. 1. Soit x ∈ E. On a ∥x∥ = 0 ⇐⇒ ⟨x | x⟩ = 0. ⟨· | ·⟩ étant un
produit scalaire, on a donc ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0.

2. Soit λ ∈ R et x ∈ E. On a ∥λx∥ =
√

⟨λx | λx⟩ =
√

λ2 ⟨x | x⟩ = |λ|
√

⟨x | x⟩.

Avec ce qui précède, il suffit maintenant de démontrer que ∥.∥ vérifie
l’inégalité triangulaire pour démontrer qu’il s’agit bien d’une norme. Pour
cela, on démontre tout d’abord le théorème suivant :

Théorème 1.2.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien et ∥.∥ la norme associée. Alors
pour tout (x, y) ∈ E2, on a

|⟨x, y⟩| ⩽ ∥x∥ · ∥y∥ .

L’égalité a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration.
Soient x, y ∈ E. Pour y = 0 le résultat est évident. Sinon, on peut donner deux
démonstrations
Géométrique Posons u = 1

∥y∥ y. On vérifie aisément ∥u∥ = 1. Posons alors x′ = ⟨x | u⟩ u

et x′′ = x − x′ (faire un dessin). On a alors〈
x′ | x′′〉 =

〈
x′ | x

〉
−
〈
x′ | x′〉 = ⟨x | u⟩2 − ⟨x | u⟩2 = 0.

On en déduit

∥x∥2 =
∥∥x′∥∥2 + 2

〈
x′ | x′′〉+

∥∥x′′∥∥2

=
∥∥x′∥∥2 +

∥∥x′′∥∥2

⩾
∥∥x′∥∥2

.

On en déduit ∥x∥ . ∥y∥ ⩾ ∥x′∥ . ∥y∥. Or on a :∥∥x′∥∥ . ∥y∥ = |⟨x | u⟩|. ∥y∥

= |⟨x | y⟩|.

D’où le résultat.
Algébrique pour tout t ∈ R, on a : ∥x + ty∥2 = ∥x∥2 + 2t ⟨x | y⟩ + t2∥y∥2. C’est un

polynôme toujours positif, donc son discriminant est négatif ou nul.
Il y a égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz si et seulement si ce discriminant
est nul, donc si et seulement si ce polynôme a une racine réelle, donc si et
seulement si il existe t tel que [à vous de l’écrire], donc si et seulement si x et y
sont colinéaires.

Une idée calculatoire astucieuse Si x = 0 ou y = 0, le résultat est évident. Sinon, on

remarque que
∥∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥∥ = 1 et l’on écrit (± signifie qu’on le fait pour + puis pour

−) :

0 ⩽

∥∥∥∥ x

∥x∥ ± y

∥y∥

∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥∥2

+
∥∥∥∥ y

∥y∥

∥∥∥∥2

± 2 ⟨x | y⟩
∥x∥ ∥y∥
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ce qui donne

0 ⩽ 1 ± ⟨x | y⟩
∥x∥ ∥y∥

et c’est fini !

Proposition 1.2.5 (Inégalité triangulaire).
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien, x, y ∈ E. Alors,

∥x + y∥ ⩽ ∥x∥ + ∥y∥ .

De plus, on a l’égalité si et seulement si x et y sont colinéaires et de même
sens.

Démonstration.

On a ∥x + y∥2 = ⟨x + y | x + y⟩ = ∥x∥2 + 2 ⟨x | y⟩ + ∥y∥2 .

Or (∥x∥ + ∥y∥)2 = ∥x∥2 + 2 ∥x∥ . ∥y∥ + ∥y∥2

et ⟨x | y⟩ ⩽ ∥x∥ . ∥y∥ ,

donc ∥x + y∥2 ⩽ (∥x∥ + ∥y∥)2.

∥x + y∥ et ∥x∥ + ∥y∥ étant positifs, on en déduit le résultat.

L’égalité a lieu si et seulement si ⟨x | y⟩ = ∥x∥ . ∥y∥.
Pour cela, il est nécessaire d’avoir ⟨x | y⟩ ⩾ 0 (car le produit de deux normes est positif
ou nul) et x et y colinéaires (cas d’égalité de Cauchy-Schwarz), donc il est nécessaire
que x et y soient colinéaires — l’un s’écrit comme produit de l’autre par un scalaire —
et de même sens — ce scalaire est positif ou nul.
Cette condition est clairement suffisante.

Théorème 1.2.6.
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un espace préhilbertien, x, y ∈ E.

1. Identité du parallélogramme :

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

2. Identité de polarisation :

⟨x | y⟩ = 1
2(∥x + y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2)

= 1
4(∥x + y∥2 − ∥x − y∥2).

Démonstration.
Il suffit de développer les normes.

Remarque 1.2.7.
Ces identités permettent de retrouver l’expression du produit scalaire
quand on ne connaît que la norme.

Exemple 1.2.8.
Existe-t-il un produit scalaire donnant la norme ∥(x, y)∥2 = (x+y)2 +x2 ?

2 Orthogonalité
Soit (E, ⟨· | ·⟩) un ev préhilbertien et ∥ · ∥ la norme associée.

2.1 Premières définitions.

Définition 2.1.1.
Soient x, y ∈ E. On dit que x est unitaire (ou normé) si ∥x∥ = 1. On
dit que x et y sont orthogonaux et l’on note x ⊥ y si ⟨x | y⟩ = 0.

Remarque 2.1.2.
Si x ≠ 0E , il y a exactement deux vecteurs unitaires colinéaires à x : x

∥x∥
et − x

∥x∥
.

Exemple 2.1.3.
1. Tout vecteur est toujours orthogonal au vecteur nul.

5
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2. Dans R2 muni du produit scalaire usuel, (1, 3) et (−6, 2) sont ortho-
gonaux.

3. Dans R2 muni du produit scalaire (x, y) · (x′, y′) = 2xx′ − xy′ − x′y +
3yy′, les vecteurs (1, 1) et (2, −1) sont orthogonaux.

2.2 Familles orthogonales.

Définition 2.2.1.
Une famille de vecteurs est dite orthogonale si ses vecteurs sont deux
à deux orthogonaux. Si les vecteurs sont de plus unitaires, la famille est
dite orthonormale (ou orthonormée).

Exemple 2.2.2.
Les fn : x 7→ cos(nx), n ∈ N, forment une famille orthogonale pour le
produit scalaire usuel de C ([0, 2π],R).

Théorème 2.2.3 (Pythagore).

Soit (v1, . . . , vn) une famille orthogonale de n vecteurs. Alors
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

vk

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
k=1

∥vk∥2.

Démonstration.

On développe le produit scalaire :

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

vk

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

i=1

n∑
j=1

⟨vi | vj⟩.

Exemple 2.2.4.
Dans R3 muni du produit scalaire usuel, on pose v1 = (1, 2, 3), v2 =
(−5, 1, 1) et v3 = (−1, −16, 11). Vérifier que la famille (v1, v2, v3) est
orthogonale et s’assurer que l’égalité donnée par le théorème de Pythagore
est vérifiée.

Théorème 2.2.5.
Toute famille orthogonale ne comportant aucun vecteur nul est libre.

Démonstration.

Soient λk tels que
n∑

k=1

λkvk = 0. Alors pour tout i,

〈
n∑

k=1

λkvk | vi

〉
= 0 or quand on

développe la somme on a λi ⟨vi | vi⟩.

Remarque 2.2.6.
Toute famille orthonormale est en particulier une famille orthogonale ne
comportant aucun vecteur nul.

Corollaire 2.2.7.
Toute famille orthogonale ne comportant aucun vecteur nul et de
cardinal dim E est une base de E.

Exemple 2.2.8.0
1
2

,

 1
−2
1

 et

 5
2

−1

 forment une famille orthogonale, et donc une base

de R3.

3 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théorème 3.0.1 (orthonormalisation de Gram-Schmidt).
On suppose E euclidien de dim n. Soit (u1, . . . , un) une base de E. Alors
il existe une base (v1, . . . , vn) de E telle que :

1. (v1, . . . , vn) est orthonormale ;
2. pour tout k ∈ J1, nK,

Vect(u1, . . . uk) = Vect(v1, . . . vk).

6
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Les vk sont uniques au signe près et on peut choisir : vk =

uk −
k−1∑
i=1

⟨uk | vi⟩ vi∥∥∥∥∥uk −
k−1∑
i=1

⟨uk | vi⟩ vi

∥∥∥∥∥
.

Démonstration.
Explication pour le choix de v1.
• Analyse : on suppose la famille construite jusqu’au rang k. Construisons le k + 1e

vecteur.
Il faut choisir vk+1 dans Vect(u1, . . . , uk, uk+1) = Vect(v1, . . . , vk, uk+1) : vk+1 =
λ1v1 + . . . λkvk + µuk+1. ⟨vk+1 | vj⟩ = 0 donne λj + µ ⟨uk+1 | vj⟩ = 0, donc vk+1 =

µ

(
−

k∑
i=1

⟨uk+1 | vi⟩ vi + uk+1

)
. Reste à choisir µ pour avoir ∥vk+1∥ = 1 (2 choix pos-

sibles).
• Synthèse : on a vu unicité au signe près. On vérifie que les vecteurs trouvés conviennent
bien.

Exemple 3.0.2.
Orthonormaliser (1, X, X2) pour le produit scalaire de R2[X], ⟨P | Q⟩ =∫ 1

0
P (t)Q(t) dt. On trouve (P1, P2, P3), où

P1 = 1,

P2 = X − 1/2
1/(2

√
3)

=
√

3(2X − 1),

P2 = X2 − X + 1/6
∥. . .∥

=
√

5(6X2 − 6X + 1).

Corollaire 3.0.3.
Tout espace euclidien a une base orthonormale. Toute famille orthonormale
peut être complétée en une base orthonormale.

Démonstration.
Pour l’existence, il suffit d’orthonormaliser une base quelconque.

Soit (e1, . . . , ep) une famille orthonormale de E. On peut la compléter en base de
E : (e1, . . . , ep, e′

p+1, . . . , e′
n).

On orthonormalise ensuite cette base : pour les p premiers vecteurs, on a à chaque
fois le choix entre ei et −ei, on choisit bien entendu ei.

On obtient donc une base orthonormée de E dont les p premiers vecteurs sont
e1, . . . , ep.

4 Bases orthonormales

Proposition 4.0.1 (Coordonnées dans une base orthonormale).
Soit E euclidien, (v1, . . . , vn) base orthonormale de E. Alors, pour tout

x ∈ E, x =
n∑

k=1
⟨x | vk⟩ vk.

Démonstration.

Soit x ∈ E, soit λ1, . . . , λn ∈ R tels que x =
n∑

k=1

λkvk. Si 1 ⩽ k ⩽ n, on a par bilinéarité

du produit scalaire

⟨x | vk⟩ =
n∑

i=1

λi ⟨vk | vi⟩

=
n∑

i=1

λiδi,k

= λk.

Exemple 4.0.2.
Trouver les coordonnées de (1, −3) dans la base

( 1√
2

(1, 1), 1√
2

(1, −1)
)

(pour le produit scalaire usuel).

Exercice 4.0.3.
Exprimer la formule de la proposition 4.0.1 dans le cas où (v1, . . . , vn)
base orthogonale de E.

7
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Proposition 4.0.4 (Expression du produit scalaire dans une base ortho-
normale).
Soit E euclidien, (v1, . . . , vn) une base orthonormale de E. x et y de coor-

données (xi) et (yi) dans la base (v1, . . . , vn). Alors ⟨x | y⟩ =
n∑

k=1
xkyk.

Corollaire 4.0.5.
Avec les mêmes notations,

∥x∥2 =
n∑

i=1
x2

i .

Remarque 4.0.6.
Tous les produits scalaires ont la même expression «usuelle» à condition
de se placer dans une base orthonormale pour ce produit scalaire.

Remarque 4.0.7.
Ces formules d’adaptent encore dans le cas de bases orthogonales.

5 Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Définition 5.0.1.
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont
des sous-espaces orthogonaux et on écrit F ⊥ G si

∀ x ∈ F, ∀ y ∈ G, x ⊥ y.

Exemple 5.0.2.
Dans R3 avec le produit scalaire usuel, Vect(1, −1, 0) ⊥
Vect((1, 1, 0), (0, 0, 1)).

Remarque 5.0.3.
Si F et G sont orthogonaux, alors ils sont en somme directe. En effet,
soit x ∈ F ∩ G. On a alors x ⊥ x, donc ⟨x | x⟩ = 0, donc x = 0. Donc
F ∩ G ⊂ { 0 }, d’où on déduit le résultat.

Théorème 5.0.4.
Soient F et G deux sev de dimension finies de E. On note (f1, . . . , fq)
une famille génératrice de F et (g1, . . . , gp) une famille génératrice de G.
Alors F ⊥ G si et seulement si pour tout i ∈ J1, qK et j ∈ J1, pK on a
⟨fi | gj⟩ = 0.

Démonstration.
(⇒) par définition de F ⊥ G.
(⇐) soient f =

∑
λifi et g =

∑
µjgj . Alors ⟨f | g⟩ =

∑
i

∑
j

λiµj ⟨fi | gj⟩ = 0.

Définition 5.0.5.
Soit X une partie (quelconque) de E. On appelle orthogonal de X et on
noté X⊥ (ou Xo) l’ensemble { y ∈ E | ∀ x ∈ X ⟨x | y⟩ = 0 }.

Proposition 5.0.6.
Soit X une partie de E. Alors

1. X⊥ est un sev de E ;
2. Pour toute partie Y de E telle que X ⊂ Y , on a Y ⊥ ⊂ X⊥ ;

3. X ⊂
(
X⊥

)⊥
.

Démonstration. 1. On a 0 ∈ X⊥ car 0 est orthogonal à tout vecteur, donc à tout
vecteur de X ; de plus toute combinaison linéaire de vecteurs orthogonaux à tout
vecteur de X est orthogonale à tout vecteur de X.
Sinon, il suffit de voir que

X⊥ =
⋂

x∈X

Ker ⟨x | ·⟩ .

8
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2. Tout élément de Y ⊥ est orthogonal à tout vecteur de Y , donc a fortiori à tout
vecteur de X.

3. Soit x un vecteur de X. Tout vecteur de X⊥ est orthogonal à tout vecteur de
X, donc en particulier à x. Donc x est orthogonal à tout vecteur de X⊥, donc
appartient à

(
X⊥)⊥.

Remarque 5.0.7.
Il n’y a pas forcément égalité dans le dernier point. Par exemple, avec
X = ∅, (X⊥)⊥ = {0}.

Théorème 5.0.8.
Soit F un sev de E. Alors F ⊥ est le plus grand sous-espace vectoriel
orthogonal à F (et F et F ⊥ sont de plus en somme directe).

Si de plus F est de dimension finie, alors E = F ⊕ F ⊥ et F ⊥ est l’unique
sous-espace vectoriel G vérifiant E = F ⊕ G et F ⊥ G. C’est pourquoi on
appelle F ⊥ le supplémentaire orthogonal de F dans E.

(HP) : Enfin, si F est de dimension finie, alors F = (F ⊥)⊥.

Démonstration.
On sait déjà que F ⊥ est un sous-espace vectoriel. F et F ⊥ sont clairement orthogonaux
(donc en somme directe) et de plus pour tout sous-espace vectoriel G tel que F et
G sont orthogonaux, tout élément x de G est orthogonal à tout élément de F , donc
appartient à F ⊥, donc G ⊂ F ⊥.

Supposons de plus que le sous-espace vectoriel F est de dimension finie. Alors F est
aussi un espace vectoriel euclidien, donc possède une base orthonormale (f1, . . . , fq).

Soit x ∈ E. Posons y =
q∑

i=1

⟨x | fi⟩ fi et z = x − y, alors x = y + z et y ∈ F . Par

ailleurs, si 1 ⩽ k ⩽ q, par bilinéarité du produit scalaire

⟨z | fk⟩ = ⟨x | fk⟩ − ⟨y | fk⟩

= ⟨x | fk⟩ −
q∑

i=1

⟨x | fi⟩ δi,k

= 0.

Par conséquent, z ∈ F ⊥. Cela assure que E = F ⊕ F ⊥.
Démontrons l’unicité : soit G un sev de E vérifiant E = F ⊕ G et F ⊥ G. Alors

G ⊂ F ⊥.

Par ailleurs, soit x ∈ F ⊥. Il existe (f, g) ∈ F × G tel que x = f + g, et comme
x ∈ F ⊥, ⟨x | f⟩ = 0. Or ⟨x | f⟩ = ⟨f | f⟩ + ⟨g | f⟩ = ⟨f | f⟩, donc f = 0 et x ∈ G.

On en déduit que G = F ⊥.
(HP) : Enfin, F est un sev de E vérifiant E = F ⊥ ⊕ F et F ⊥ ⊥ F . Comme

l’unicité ne fait pas intervenir l’hypothèse sur la dimension finie, on peut en déduire
que F =

(
F ⊥)⊥.

Remarque 5.0.9.
Le résultat ne se généralise pas à des sev F qui ne sont pas de dimension
finie. Dans ce cas, on peut trouver des sous-espaces vectoriels F tels que
F et F ⊥ ne soient pas supplémentaires et tels que

(
F ⊥
)⊥

≠ F (on peut
même trouver F tel que F ̸= E et F ⊥ = { 0 }). On verra ce résultat en
exercice dans le cas de R[X].

Exemple 5.0.10.
On pose, pour tout couple (P, Q) d’éléments de R2[X], ⟨P | Q⟩ =
P ′(1)Q′(1) + P (−1)Q(−1) + P (0)Q(0). Vérifier qu’il s’agit d’un produit
scalaire et trouver R1[X]⊥ dans R2[X].

Exercice 5.0.11.
On considère dans R[X] le sev F = Vect(1 + X, 1 + X2, . . . , 1 + Xn, . . .).
On rappelle qu’un hyperplan est un sev admettant un supplémentaire de
dimension 1.

On munit R[X] du produit scalaire
(+∞∑

k=0
akXk,

+∞∑
k=0

bkXk

)
=

+∞∑
k=0

akbk.

1. Montrer que F est un hyperplan de R[X].

2. Déterminer F ⊥ pour le produit scalaire usuel de R[X].

3. Quel résultat vrai en dimension finie est ici mis en défaut ?

6 Formes linéaires et hyperplans d’un espace
euclidien.

Dans toute cette partie, (E, ⟨·, ·⟩) désigne un espace euclidien de dimen-
sion n.

9



XV - ESPACES VECTORIELS PRÉHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

6.1 Rappels de première année : hyperplans en dimension finie

Proposition 6.1.1 (Expression d’une forme linéaire en dimension finie.).
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit φ une forme
linéaire sur E.

Soit alors E = (e1, . . . , en) une base de E.
Pour j ∈ [[1, n]], notons aj = φ(ej).
Soit u ∈ E. Notons x1, . . . , xn ses coordonnées dans la base E .
Alors on a

φ(u) =
n∑

j=1
ajxj .

Démonstration.
On a :

φ(u) = φ

(
p∑

j=1

xjej

)
=

p∑
j=1

xjφ(ej) =
p∑

j=1

xjaj .

Définition 6.1.2.
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout sev qui
est le noyau d’une forme linéaire non nulle sur E.

Remarque 6.1.3.
Une forme linéaire non nulle est nécessairement de rang 1. Ainsi, dans un
ev E de dimension finie n, un hyperplan est un sev de dimension n − 1.
Nous allons voir plus loin que la réciproque est vraie.

Proposition 6.1.4.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit (e1, . . . , en) une
base de E.

Soit H un hyperplan de E. Alors les éléments de H sont les points dont
les coordonnées (x1, . . . , xn) sont les solutions d’une équation de la forme
a1x1 + . . . + anxn = 0, où a1, . . . , an sont des scalaires fixés non tous nuls.

Réciproquement, toute équation de cette forme est celle d’un hyperplan.

Démonstration.
Soit H un hyperplan de E. Alors par définition il existe une application linéaire φ
dont H est le noyau. Or d’après 6.1.1, pour tout élément x ∈ E, la valeur de φ(x)
(qui est la coordonnée de φ(x) dans la base canonique de K) s’exprime sous la forme
a1x1 + . . . + anxn. Ker φ est donc l’ensemble des points dont les coordonnées vérifient
a1x1 + . . . anxn = 0.

Réciproquement, pour tout n-uplet de scalaires (a1, . . . , an) non tous nuls, l’applica-
tion φ qui à tout vecteur de E de coordonnées (x1, . . . , xn) associe a1x1 + . . . + anxn

est une forme linéaire, à l’évidence non nulle (considérer le vecteur de E dont toutes
les coordonnées sont nulles, exceptées la ie, où i ∈ [[1, n]] est tel que ai ̸= 0), les points
dont les coordonnées sont solutions de l’équation a1x1 + . . . + anxn = 0 sont donc les
éléments du noyau de Ker φ, qui est un hyperplan.

Proposition 6.1.5.
Soit E un K-espace vectoriel et H un hyperplan de E. Alors toute droite
vectorielle D non contenue dans H est supplémentaire de H dans E.

Démonstration.
Soit D une droite vectorielle non contenue dans H, et φ une forme linéaire non nulle
dont le noyau est H.
Alors D ∩ H est strictement inclus dans D, donc dim D ∩ H < dim D = 1, donc
D ∩ H = { 0 }, et ainsi D et H sont en somme directe.
Enfin, soit x ∈ E. Notons λ = φ(x). Soit également e un vecteur directeur de D, et
α = φ(e). Alors α ̸= 0 car e /∈ H. Posons alors h = x − λ

α
e. Alors x = h + λ

α
e, λ

α
e ∈ D,

et φ(h) = λ − λ

α
.α = 0, donc h ∈ H. Ceci assure que E = H + D, et donc avec le

premier point, H et D sont supplémenatires.

Étudions la réciproque :

10
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Proposition 6.1.6.
Soit E un K-ev et H un sev admettant une droite D comme supplémentaire.
Alors H est un hyperplan de E.

Démonstration.
Soit e un vecteur directeur de D. Tout élément de x de E s’écrit donc de façon unique
sous la forme h + λe, où h ∈ H et λ ∈ K.

Notons u(x) ce scalaire λ. Alors nous pouvons montrer que u est une application
linéaire de E dans K. Elle est non nulle car u(e) ̸= 0.

De plus, pour tout x ∈ E, on a x ∈ Ker u si et seulement si x s’écrit sous la forme
h + 0.e, où h ∈ H. Donc Ker u = H.

Remarque 6.1.7.
Ce dernier résultat assure donc la réciproque de 6.1.3 : dans un ev de
dimension finie n, les hyperplans sont exactement les sev de dimension
n − 1.

Exemple 6.1.8.
• Les droites vectorielles sont les hyperplans de R2.
• Les plans vectoriels sont les hyperplans de R3.
• L’espace est un hyperplan de l’espace-temps.
• Kn[X] est un hyperplan de Kn+1[X].
• Kn peut être vu comme un hyperplan de Kn+1, si l’on considère que
Kn est isomorphe à Kn × {0}, qui est un hyperplan de Kn+1.

Lemme 6.1.9 (HP).
Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E et soit e un vecteur non nul
n’appartenant pas à H. Alors pour toute forme linéaire u de noyau H, on
a u = λφ, où λ = u(e) et φ est l’application associant α à tout vecteur de
la forme h + αe.

Démonstration.
Posons D = Vect(e). L’application φ est bien définie car E = H ⊕ D et elle est linéaire.
Soit u ∈ L (E,K) vérifiant Ker u = H. Alors soit x ∈ E. x s’écrit sous la forme h + αe
et on a u(x) = u(h) + αu(e) = 0 + αλ = λφ(x).

Donc ∀x ∈ Eu(x) = λφ(x). Donc u = λφ. De plus, λ ̸= 0 (sinon ker u = E ̸= H).

Proposition 6.1.10 (HP).
Deux formes linéaires de même noyau sont proportionnelles.

Démonstration.
Direct d’après le lemme précédent.

Ce résultat implique le suivant :

Proposition 6.1.11. — Soit H un hyperplan, noyau d’une forme li-
néaire non nulle u. Alors les formes linéaires de noyau H sont exacte-
ment les λ.u, λ ∈ K.

— Soit H un hyperplan en dimension finie, d’équation a1x1+. . .+anxn =
0. Alors les équations de H sont exactement les équations de la forme
λ.a1x1 + . . . + λ.anxn = 0, λ ∈ K.

6.2 Théorème de représentation et hyperplans dans un espace
euclidien

Théorème 6.2.1 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet).
Soit (E, ⟨· | ·⟩) euclidien. Soit f ∈ L (E,R). Alors il existe un unique
vf ∈ E vérifiant ∀ x ∈ E f(x) = ⟨vf | x⟩ ou encore f = ⟨vf | ·⟩.

On donne trois preuves de ce résultats.
Démonstration (Preuve géométrique.).
La forme linéaire f est définie par son noyau (hyperplan H) et la valeur prise sur un
vecteur qui n’est pas dans le noyau.
De même, (Vect vf )⊥ est de dimension n − 1, donc c’est un hyperplan. Si l’on choisit vf

vecteur normal à H, alors f et ⟨vf | ·⟩ sont des formes linéaires de même noyau, donc
sont proportionnelles. La norme de vf est alors choisie de sorte qu’elle corresponde
avec la valeur précédente de f sur un vecteur qui n’est pas dans le noyau.

Démonstration (Preuve algébrique.).
On considère l’application

φ :
{

E −→ L (E,R)
v 7−→ (x 7→ ⟨v | x⟩) .

11
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Par bilinéarité du produit scalaire, φ est linéaire. De plus, avec v1, v2 ∈ E, si φ(v1) =
φ(v2), alors pour tout x ∈ E, ⟨v1 | x⟩ = ⟨v2 | x⟩, i.e. pour tout x ∈ E, ⟨v1 − v2 | x⟩ = 0,
donc v1 − v2 ∈ E⊥.

Or E⊥ = { 0 } car pour tout x ∈ E⊥, ⟨x | x⟩ = 0. Donc v1 = v2 et φ est injective.
Mais comme dim E = dim L (E,R), alors φ est un isomorphisme. D’où le résultat.

Démonstration (Preuve matricielle.).
Soit B une base orthonormée de E. Notons

MatB,1(f) =
(
a1 . . . an

)
.

Posons

a =
n∑

i=1

aiei.

Si x ∈ E est de coordonnées (x1, . . . , xn) dans B, alors

f(x) =
n∑

i=1

aixi = ⟨a | x⟩ .

L’unicité se déduit immédiatement de la représentation matricielle.

Définition 6.2.2.
Soit H un hyperplan d’un espace euclidien, alors H⊥ est une droite
vectorielle appelée droite normale à H.

Tout vecteur v vérifiant H⊥ = Vect(v) est appelé vecteur normal à
H.

Remarque 6.2.3.
Soit a = (a1, . . . , an) un vecteur non nul et H l’hyperplan d’équation
a1x1 + . . . + anxn = 0. Alors si x = (x1, . . . , xn) est un vecteur, x ∈ H si
et seulement si ⟨a, x⟩ = 0 si et seulement si a ⊥ x. Ainsi a est un vecteur
normal à H.

Proposition 6.2.4.
Soit H un hyperplan d’un espace euclidien E, soit v ∈ E. Alors v est un
vecteur normal à H si et seulement si v ̸= 0E et v ∈ H⊥.

Démonstration.
Immédiat.

Remarque 6.2.5 (Écriture matricielle du produit scalaire).
Soit e = (e1, . . . , en) base orthonormale de E, x et y des vecteurs de
matrices (dans e) X et Y . Alors ⟨x | y⟩ = X⊤Y .
Si B = (b1, . . . , bn) est une autre base, notons M = (⟨bi, bj⟩)1⩽i,j⩽n. Si X̃

et Ỹ sont les matrices de x et y dans la base B, alors ⟨x, y⟩ = X̃⊤MỸ .

7 Symétries et projecteurs orthogonaux
7.1 Rappels de première année sur les projecteurs et les

symétries
Dans toute cette sous-section, on suppose que F et G sont deux sev

supplémentaires, i.e. E = F ⊕ G.

Définition 7.1.1.
On appelle projection sur F parallèlement à G l’endomorphisme pF ∥G

de L (E) défini par :

∀y ∈ F, ∀z ∈ G pF ∥G(y + z) = y. (1)

Remarque 7.1.2.
Voir le dessin sur la figure 1. Exemple dans R3 avec F = {x = 0} et
G = {x + y = 0, y + z = 0}.

Théorème 7.1.3.
pF ∥G ∈ L (E), Ker pF ∥G = G, Im(pF ∥G) = F .

Démonstration.
• Linéarité : élémentaire.
• Soit x = y + z ∈ E, y ∈ F , z ∈ G, donc x ∈ Ker pF ∥G si et seulement si y = 0 si et

12
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F

G

x = xF + xG

s(x) = xF − xG

xG

0E

p(x) = xF

2p(x)

Figure 1 – Représentation de la projection et de la symétrie sur F ,
parallèlement à G.

seulement si x = z si et seulement si x ∈ G.
x ∈ Im pF ∥G si et seulement si il existe x′ = y′ + z′ tel que x = y′ si et seulement si
x ∈ F .

Remarque 7.1.4.
• Cas particuliers : F = {0E} et G = E : pF ∥G = 0L (E).
• G = {0E} et F = E : pF ∥G = Id. Hormis ce dernier cas, une projection
n’est jamais injective, ni surjective.
• pF ∥G + pG∥F = Id, pF ∥G|G = 0, pF ∥G|F = IdF .

Définition 7.1.5.
On appelle projecteur tout endomorphisme f tel que f ◦ f = f .

Théorème 7.1.6.
Toute projection est un projecteur.

Démonstration.
Il s’agit essentiellement d’utiliser que si x = y + z pF ∥G(pF ∥G(x)) = pF ∥G(y) =
pF ∥G(y + 0E) = y.

Théorème 7.1.7 (Réciproque).
Soit f un projecteur. Alors Ker f ⊕ Im f = E, et f est la projection sur
Im f parallèlement à Ker f .

Démonstration.
Soit x ∈ Ker f ∩ Im f . Alors il existe y tel que x = f(y). Or f(x) = 0 mais f(x) =
f(f(y)) = f(y) = x, donc x = 0. Ker f et Im f sont donc en somme directe.
Montrons que E = Ker f + Im f .
Analyse : soient y ∈ Im f et z ∈ Ker f tels que x = y + z. Alors il existe u tel que
y = f(u). Donc f(x) = f(f(u)) + f(z) = f(f(u)) = f(u) = y. Donc on a y = f(x) et
donc z = x − f(x).
Synthèse : on pose y = f(x) et z = x − f(x). Alors on a bien x = y + z. de plus
f(y) = f(f(x)) = f(x) = y, donc y ∈ Im f , et f(z) = f(x − f(x)) = f(x) − f(f(x)) =
f(x) − f(x) = 0, et ainsi z ∈ Ker f . On a bien le résultat voulu.
Mais si l’on note x = y + z la décomposition associée à Ker f ⊕ Im f = E, alors ∀x,
f(x) = y, donc f est bien la projection sur Im f parallèlement à Ker f .

Remarque 7.1.8.
1. Si f est un projecteur, alors Im f = Ker(f − Id) : on utilise que

x ∈ Im f si et seulement si f(x) = x si et seulement si f(x) − x = 0E

si et seulement si (f − Id)(x) = 0E .
2. Si E = F ⊕ G, alors

pF ∥G + pG∥F = Id
pF ∥G ◦ pG∥F = pG∥F ◦ pF ∥G = 0L (E)

Exercice 7.1.9.
Montrer que l’ensemble des fonctions paires et celui des fonctions impaires
sont supplémentaires dans RR. Donner l’expression des projections sur
l’un de ces deux ensembles parallèlement au second.
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Définition 7.1.10.
On appelle symétrie par rapport à F et parallèlement à G l’endo-
morphisme sF ∥G de L (E) défini par :

∀y ∈ F, ∀z ∈ G sF ∥G(y + z) = y − z. (2)

Remarque 7.1.11.
Voir le dessin sur la figure 1. Même exemple que pour la projection.

Théorème 7.1.12.
sF ∥G ∈ G L (E), et on a s2

F ∥G = IdE , i.e. sF ∥G = s−1
F ∥G.

Remarque 7.1.13.
On dit que sF ∥G est une involution linéaire.
Démonstration.
On a déjà observé la linéarité.

Soit x ∈ E, soit y ∈ F et z ∈ G vérifiant x = f + g. Alors

sF ∥G(sF ∥G(x)) = sF ∥G(y − z) = y + z = x.

Théorème 7.1.14 (Réciproque).
Toute involution linéaire est une symétrie, plus précisément, si f est une
involution linéaire, on a :

1. Ker(f − Id) ⊕ Ker(f + Id) = E.
2. f est la symétrie par rapport à Ker(f −Id) parallèlement à Ker(f +Id).

Démonstration.
1. • Analyse : si x = y + z avec y ∈ Ker(f − Id) et z ∈ Ker(f + Id), alors f(y) = y

et f(z) = −z. Donc f(x) = y − z. D’où : f(x) + x = 2y et x − f(x) = 2z. Donc
y = 1

2(f(x) + x) et z = 1
2(x − f(x)).

• Synthèse.

2. On vient de voir que si la décomposition de x dans Ker(f − Id) ⊕ Ker(f + Id)
x = y + z, alors f(x) = y − z. CQFD.

Remarque 7.1.15.
On peut aussi montrer que

Ker(sF ∥G − Id) = Im(sF ∥G + Id)
Ker(sF ∥G + Id) = Im(sF ∥G − Id)

sG∥F + sF ∥G = 0L (E)

sF ∥G ◦ sG∥F = −Id = sG∥F ◦ sF ∥G

pF ∥G = 1
2(sF ∥G + Id)

sF ∥G = 2pF ∥G − Id.

7.2 Symétries et projecteurs orthogonaux

Définition 7.2.1.
Soit F sev de dimension finie d’un espace préhilbertien E. On appelle
projection orthogonale (resp. symétrie orthogonale) toute projection
(resp. symétrie) sur (resp. par rapport à) F parallèlement à F ⊥.

Proposition 7.2.2.
Un projecteur p est orthogonal si et seulement si Im p ⊥ Ker p.
Une symétrie s est orthogonale si et seulement si Ker(s−Id) ⊥ Ker(s+Id).

Démonstration.
Direct.

Théorème 7.2.3 (expression d’un projecteur orthogonal dans une base
orthonormée).
Soit F sev de dimension finie d’un espace préhilbertien E. Soit (f1, . . . , fp)
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une base orthonormale de F . Soit x ∈ E. Le projeté orthogonal de x sur

F est p(x) =
p∑

i=1
⟨x | fi⟩ fi.

Démonstration.
Démontré dans 5.0.8

Exemple 7.2.4.
Déterminer la projection orthogonale (et la symétrie orthogonale) de (2, 1)
sur Vect(−1, 2), ainsi que sur son supplémentaire orthogonal, pour le
produit scalaire

((x1, y1) | (x2, y2)) = 5x1x2 + 2y1x2 + 2x1y2 + y1y2.

Remarque 7.2.5.
On peut ré-écrire le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
comme suit.

Avec Fk = Vect(e1, . . . , ek), en notant pk le projeté de ek+1 sur Fk, on
procède comme suit.

• On renormalise e1 pour obtenir v1.

• Pour chaque 1 ⩽ k ⩽ p − 1, on remarque que ek+1 − pk ∈ F ⊥
k . On

renormalise donc ek − pk pour obtenir vk+1.

8 Distance à un sous ev

Définition 8.0.1 (distance d’un point à une partie d’un espace préhil-
bertien).
Soit A une partie non vide de E et x ∈ E. On appelle distance de x à A
et on note d(x, A) le réel infa∈A d(x, a).

Théorème 8.0.2.
Soit F un sev de dimension finie de E. Alors la distance de x à F est
atteinte en un seul point, qui est la projection orthogonale de x. De plus :
d(x, F )2 = ∥x − p(x)∥2. En particulier d(x, F ) = 0 si et seulement si
x ∈ F .

Démonstration.
Soit f ∈ F . On a la décomposition dans F ⊥ ⊕ F : x − f = x − p(x) + p(x) − f . On
conclut en appliquant le théorème de Pythagore.

Exemple 8.0.3.
Le minimum de la fonction

f :

 R2 → R

(a, b) 7→
∫ 1

0
(−a − bx + x2)2 dx

est atteint pour a = −1/6 et b = 1 et vaut 1/180.

8.1 Distance et projection sur un hyperplan
Dans toute cette partie, (E, ⟨·, ·⟩) désigne un espace euclidien, H un

hyperplan de E et u un vecteur normal à H.
Notamment, H = Vect(u)⊥.

Proposition 8.1.1 (voir figure 2).
Soit x ∈ E, le projeté orthogonal de x sur H est

p(x) = x − ⟨x, u⟩
∥u∥2 u.

La distance de x à H est

d(x, H) = |⟨x, u⟩|
∥u∥

.
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0E

x

⟨x, u⟩
∥u∥2 u ∈ H⊥

u

p(x) ∈ H

H

Figure 2 – Projection orthogonale sur un hyperplan H.

Démonstration.
Il suffit d’observer que

x = x − ⟨x, u⟩
∥u∥2 u + ⟨x, u⟩

∥u∥2 u

et que
⟨x − ⟨x, u⟩

∥u∥2 u, u⟩ = ⟨x, u⟩ − ⟨x, u⟩ = 0,

donc que
x − ⟨x, u⟩

∥u∥2 u ∈ H.

On peut aussi observer que u

∥u∥ est une b.o.n. de H⊥, et donc que ⟨x, u⟩
∥u∥2 u est le

projeté orthogonal de x sur Vect(u). Ainsi, x − ⟨x, u⟩
∥u∥2 u est le projeté orthogonal de x

sur Vect(u)⊥.

Corollaire 8.1.2.
Soit (e1, . . . , en) une b.o.n. de E, dans laquelle on écrit

u = u1e1 + · · · + unen,

x = x1e1 + · · · + xnen.

Alors, la distance de x à H est

|x1u1 + · · · + xnun|√
u2

1 + · · · + u2
n

.

Démonstration.
Immédiat.
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9 Exercices classiques

9.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz et application (banque CCINP
MP)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté ( | ).
On pose ∀ x ∈ E, ||x|| =

√
(x|x).

1. a) Énoncer et démontrer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E = {f ∈ C ([a, b] ,R) , ∀ x ∈ [a, b] f(x) > 0}.

Prouver que l’ensemble
{∫ b

a
f(t)dt ×

∫ b

a

1
f(t)dt , f ∈ E

}
admet une

borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

9.2 Polynômes de Legendre

On note E = Rn[X], où n ⩾ 1.

1. Vérifier que :

⟨P, Q⟩ =
∫ 1

−1
P (x)Q(x)dx

définit un produit scalaire sur E. On note (e0, e1, . . . , en) la base
obtenue par orthonormalisation de la base (1, X, . . . , Xn).

2. Pour tout entier k ∈ {1, . . . , n}, on définit :

fk(X) = dk

dXk

((
X2 − 1

)k
)

a) Déterminer le degré de fk.
b) Calculer

〈
Xi, fk

〉
pour k ∈ {1, . . . , n} et i ∈ {0, . . . , k − 1}.

c) En déduire que pour tout k ∈ {1, . . . , n}, il existe un λk tel que
fk = λkek.

9.3 Une projection orthogonale (banque CCINP MP)
Soit P le plan d’équation x + y + z = 0 et D la droite d’équation

x = y

2 = z

3.

1. Vérifier que R3 = P ⊕ D.
2. Soit p la projection vectorielle de R3 sur P parallèlement à D.

Soit u = (x, y, z) ∈ R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de
R3.

3. Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de p est diago-
nale.

9.4 Une distance (banque CCINP MP)
On définit dans M2 (R) × M2 (R) l’application φ par :

φ (A, A′) = tr
(
AT A′

)
, où tr

(
AT A′

)
désigne la trace du produit

de la matrice AT par la matrice A′.
On admet que φ est un produit scalaire sur M2 (R) .

On note F =
{(

a b
−b a

)
, (a, b) ∈ R2

}
.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de M2 (R).
2. Déterminer une base de F⊥.

3. Déterminer le projeté orthogonal de J =
(

1 1
1 1

)
sur F⊥ .

4. Calculer la distance de J à F.
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9.5 Une autre distance
Pour k ∈ N\{0, 1}, calculer :

mk = inf
a,b∈R

∫ +∞

0

(
tk − at − b

)2
e−t dt.
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