Espaces probabilisés

I. Loi de Zipf

1) D’une part les réels P({k}) sont tous positifs. D’autre part
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;P({k}):;1 (aka C—Zlk———a 1.

Ils définissent donc bien une probabilité sur N*.

2) Soit m € N*. Par le calcul, on trouve

—+oo

P(mN°) = 3 P({km}) = ZC km =ma< Zkﬁm

k=1

3) Soit (i,5) € (N*). D’une part, d’apres le calcul précédent, P (iN*) P (jN*) =
/()"

D’autre part :N* N jN* est 'ensemble des entiers qui sont multiples a la fois

de i et de j. On a donc iN* N jN* = (i vV j)N* (ou i V j désigne le p.p.c.m.

de i et de j ). Comme

1
(ivj)e
les événements iN* et jN* sont indépendants si et seulement si ij =iV j,
c’est-a-dire si 7 et j sont premiers entre eux.

P (iN* N jN*) =

n
= ﬂ p;N*. En reprenant la question précédente, on
i=1
prouve que les (p;N*), . sont mutuellement indépendants. Il en va
donc de méme de leurs complémentaires, donc

co-T0-rer)=T1(1- )

i=1 i=1 Pi

4) a) On peut écrire C),

b) L’ensemble ﬂ C), est I'ensemble des entiers non nuls qui ne sont
n=1
divisibles par aucun des nombres premiers. Evidemment il n’y a que 1
dans ce cas, et donc ﬂ Cn, ={1}.

n>1

c) Comme la suite (Cy,),cy- est décroissante, on a

lim P(Cp)= lim P|()Cu|=P{1}) = —

n—-+4oo n—-+oo n>1 C(a)

n 1 -1
donc ((a) = lim <1—a) .

n—+o00 i pi

II. Théoréme de Borel-Cantelli

1) Par stabilité d’une tribu par réunion dénombrable, puis par intersection
dénombrable, B est bien un événement.

2) w € B si et seulement si pour tout n € N, il existe k € N tel que k > n et
w € Ag. Ainsi B est I’ensemble des élements qui sont dans une infinité de
Ag.

+oo P 4o p
3) Posons, pour tout p € N, U, = U Ay et B, = ﬂ U A = m Up,.
k=p n=0 k=n
On remarque que la suite (Up), est décroissante, et donc B, = U, =

U A,,. La suite des (B,), est donc également décroissante, et par continuité

n=p
décroissante

+oo
P(B) = Jim P (U An> .

n=p

Mais
+oo +oo
P(U&J<zpmn

Et la suite des restes d’une série convergente converge vers 0 , ce qui permet
de conclure.

4) a) Dans ce cas, pour tout p € N il existe ng € N tel que ng > p et

P(A,,) =1. Alors
+o0
P (U An> > P(A,,) =1
n=p

et le résultat cherché s’ensuit directement car ’égalité P (B) =

(o]
lim P <U An> est toujours valable.

p—r+oo



b) Il faut avoir une premiére idée : I'indépendance se traduit mieux
avec des intersections qu’avec des réunions d’événements. On va donc
considérer ’évenement complémentaire de la limite supérieure :

- Ul07)

Par continuité croissante,

o )

¢) On a par croissance, et ensuite par indépendance des A,

q

w>pPG%&)<P<ﬁAO:JIG—PMJ

n=p

d) La deuxiéme idée est de prendre le logarithme, ’hypothése portant
sur une série. Pour cela nous utilisons qu’au moins a partir du rang p,
P (A,) < 1. Alors, si p < g,

In (H (1- P(An))> = > In(1-P(4,))

n=p
La suite (P (A;)) ne converge pas vers 0 a priori, donc on ne peut pas

utiliser d’équivalents. On utilise donc une comparaison basée sur

Ve>-1, In(l+z)<=

Donc

et donc

1)

2)

3)

q—+oo
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Donc P(B) =0, ce qui conclut.

et, donc,

III. Une suite arithmético-géométrique

On définit I'événement U (respectivement V' ) « le premier tirage s’effectue
dans l'urne U » (respectivement « le premier tirage s’effectue dans l'urne
V' »). La famille (U, V) est un systéme complet d’événements. D’apres la
formule des probabilités totales :

PlZP(B1)=P(B10U)+P(BlﬂV)
= Py (B1) P(U) + Py (B1) P(V).

Compte tenu de I’énoncé :

2,13 1 5

P=5"276" 27 120
La famille (Bn, En) est un systéeme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales :

DPny1 =P (Bn+1) = PBn (Bn+1) P (Bn) + PE,L (Bn+1) P (Bn)
2 3

= 2 (1=p,).
&P +6( Pn)

Ainsi,

) 11
Vn € N, ppy1 = —gPn + 3

La suite (py,),,~; est une suite arithmético-géométrique. Déterminons une
=
expression de p, en fonction de n.

3
L’équation 7635 + 5= x admet I'unique solution £ = —. On définit alors

la suite (un), s, par up, = p, — £ pour tout n > 1. La suite (up), >, est

1 n—1
géométrique de raison ~5 donc pour tout n > 1,u,, = (_6> uy. Or



1)

2)

5
u=p1 — = -
On en déduit que
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On vérifie que p; est bien égal a 13

1 n—1
Comme la suite géométrique —= converge vers 0, p, ——

6 - n—-4o0o
n
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IV. Une chaine de Markov

3

Vie[0,3], P(zns1=1) =Y Pl,—j) (@1 =1) P (2n = j)
Jj=0

Les probabilités conditionnelles sont données par I’énoncé. Ces égalités
s’écrivent matriciellement X,, 1 = M X,, avec M la matrice :

1 p 0 0

10 0 P 0
M = 0 1—p 0 0
0 0 1—-p 1

Le polyndéme caractéristique de M est

r—1 —p 0 0
0 x —p 0 27 9
0 0 p—1 x-1

par des développements successifs. Le spectre de M est donc

Sp(M) = {1,++/p(1 —p)}

— Si p €]0,1] alors M possede trois valeurs propres distinctes, et on

observe sur la lére et la derniére colonne de M, que dim E)p,(1) > 2.

La matrice M est donc diagonalisable.
— Sip=0oup=1alors Sp(M) = {1,0}.

3)

1)

1)

Dans ce cas, M est de rang 3 donc Ker(f) est de dimension 1 alors que 0
est une valeur propre double. Donc M n’est pas diagonalisable.

Les lers et 4émes vecteurs de la base canonique, ey et e4, forment une
base de E;. Si Xg = (a,b,¢,d), alorsa+b+c+d=1,et X,, = M" X, =

aey + Q—n(beg + ce3) + dey m aeq + bey.

Posons v; = (1—1,—1,1) et v3 = (1,—-3,3, —1). Alors (e1,v2,vs, €4) st une
base de vecteurs propres de M. De plus Xy = 6[361 — vg + v3 + 3eyq], donc
lim X, = (1/2,0,0,1/2).

n—oo

V. Apparition d’'un double Pile

Le support de T est T'(Q) = [2, +oo].

Pour k dans N, étudions I'événement (T" > k) = « le motif PP n’est pas
apparu avant le rang k » dont la probabilité est notée pi. On a pg = p; = 1.
La suite d’événements (T > k)0 est une suite décroissante pour l'inclusion.
Ainsi

PT=k)=P(T>k—-1)—P(T>k)

Notons X, la variable aléatoire égale a 1 si au k-eme lancer on obtient pile
et égale a 0 sinon. Les événements (X = 0), (X = 1) forment un systéme
complet d’évenements. On a ainsi la décomposition :

(T>K)=(T>HNX=1)U(T>K)NXe=0) ()

Supposons k > 2.

Si au k-eme lancer le résultat est pile et si le motif PP n’est pas apparu
avant le rang k, le (k — 1)-éme lancer est nécessairement face. De plus, le
motif PP n’a pas pu apparaitre avant le (k — 2)-éme lancer :

1...|k=2]k—-1]k

F P

On a donc

P((T> k)N (Xe =1) = P((T'> k—2) 0 (Xpey = 0) N (X = 1)
Par indépendance des lancers :

1 2 2
P({T>k)N(Xk=1)) =pr—2 x 3 X3 7 gPk-2



2)

Si au k-éme lancer le résultat est face et si le motif PP n’est pas apparu
avant le rang k, alors le motif PP n’est pas apparu avant le (k — 1)-éme
lancer. On a donc

P((T > K) 0 (Xi = 0) = P(T > k= 1)N (Xk = 0)) = pya % 3.

D’apres la réunion disjointe (x),

- 2 + 1
Pk = gpk—z Spk—l

de sorte que la suite (py),~, vérifie la relation de récurrence linéaire d’ordre
=
2

VEeEN, Opryo —3pry1 —2pr =0etpp=p1 =1

L’équation caractéristique est 9r> — 3r — 2 = 0 de racines —1/3 et 2/3. 1l
existe des constantes « et [ telles que

2\ " 1"
VkéN,pk—a(?)) +ﬁ<—3>

Les données initiales pg = p1 = 1 donnent aw = 4/3 et § = —1/3. Ainsi,

k k+1
4 (2 1
k>0, =5l3 -3
v 0, px 3(3> +( 3>

Pour k£ > 1,

Commentaires :

La formule donne bien la probabilité attendue P(T = 1) = 0. De plus,
4
P(T=2)=P(Xi=1NX;=1) =g

ce qui est également cohérent.

Un calcul de somme donne Z P(T=k)=1.
k=1

3) Notons (T' = +00) I’événement « le motif PP n’apparait pas ». On a

+oo
(T =+o0) = ()(T > k)
k=0
Par continuité décroissante (la famille (T" > k)i>o est décroissante pour
linclusion) :

“+o0
P(T =+o0) =P | (|(T > k)| = lim P(T>k)= lim p; =0
=0 k—o0 k— o0

Ainsi, le motif PP arrive presque siirement.
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