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Dans tout ce chapitre, p est un entier naturel supérieur ou égal a 2, U
est un ouvert de RP, a € U et f est une fonction de U dans R.
On notera ¢ = (e1, ..., ep) la base canonique de RP.

1 Rappels

1.1 Topologie et fonctions partielles

Généralisons des résultats vus en dimension 2 :

Proposition 1.1.1.
Soit (x1,...,2p) € U. Alors, il existe p intervalles ouverts I1,. .., I, tels
que

7Vk€[[17p]]7xk€-[k;
— LI x...xI,CU.

Définition 1.1.2 (Fonctions partielles).

Soit (z1,...,xp) € U. Alors le lemme assure qu’il existe p intervalles
ouverts Iy,..., I, tels que Vk € [1,p], xp € Fp et 1 x ... x I, CU.

Si k € [1,p], pour tout j € [1,p]\{k} on fixe z; € I; et on définit alors
la k-éme fonction partielle de f comme étant la fonction fr : I — R,

x = f(x1,. .. The1, &, Tht 1, - - -, Tp).

Il est possible de définir une fonction partielle directionnelle

Définition 1.1.3.

Soit a € U et v € RP. Comme U est ouvert, il existe € > 0 tel que la
fonction f, : ¢+ f(a+ tv) soit bien définie sur | — ¢, ¢[. Cette fonction
est a valeurs dans R.
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Remarque 1.1.4.
Si fi est la k-eme fonction partielle de f et a = (z1,...,xp), alors fe, (t) =
Jr(zr +1).

Remarque 1.1.5.

Dans le cas ol p = 2, le graphe de f est une surface de R3. Si (,y) est
un point du plan horizontal, alors (z,y, f(z,y)) est un point du graphe
de f. Cette surface se trouve donc « au-dessus » de U.

Les graphes des fonctions partielles, directionnelle sou pas, sont des courbes
du plan.

Si l'on considere le plan & engendré par (v, e3), d’axe des abscisses orienté
par v et d’axe des ordonnées orienté par es, alors le graphe de f, dans ce
plan est I'intersection de & et du graphe de f dans R3.

1.2 Continuité

Définition 1.2.1.
Soit a € U, la fonction f est continue en a si

Ve>0, da>0, Vz eU, ||z —a|| <a=|f(z)— fla) <e.

La fonction f est continue sur U si elle est continue en tout point a de
U.



Proposition 1.2.2 (opérations).
Soit f,g : U — R deux fonctions continues sur U.

1. Si A\, pu € R, alors Af 4+ pg est continue sur U.

2. Les fonctions fg, |f|, min(f, g) et max(f,g) sont continues sur U.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O

Proposition 1.2.3 (composition a gauche).
Soit f : U — R une fonction continue sur U, soit ¢ : R — R continue.
Alors, ¢ o f est continue sur U.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O

Proposition 1.2.4 (composition a droite).

Soit f : U — R une fonction continues sur U, soit Iy, ..., I, p intervalles
ouverts de R, et pour tout k € [1,p] soit up : I — R continue, telles
que ui(I1) x ... x up(Ip) CU.

Alors, (z1,...,2p) — f(ui(z1),...,up(xp)) est continue sur ug(f1) X ... X

up (Ip).

Proposition 1.2.5 (composition & droite, bis).
Supposons pour cet énoncé seulement que p = 2.
Soit V un ouvert de R2. Soit f : U — R une fonction continue sur U, et
soit u,v : V — R continues telles que u(V) x v(V) C U.
Alors, (z,y) — f(u(z,y),v(z,y)) est continue sur V.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O
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Remarque 1.2.6.
Cette proposition se généralise aux cas ou p > 2.

Lemme 1.2.7 (continuité des projections).
Soit k € [1,p]. La fonction 73, : (x1,...,2p) = x) est continue sur RP.

Démonstration.
11 suffit de voir que pour tout a,b € R? et pour k € [1, p],

(@) — mk(b)] = |mi(a — b)) < lla — b .

Définition 1.2.8 (Fonction polynomiale).

Soit f : K™ — K. On dit que f est une fonction polynomiale si elle
est une combinaison linéaire de produits de puissances des coordonnées
des variables.

Exemple 1.2.9.
x

R3 = R, [y | — 322y — 52yz + 23 est une fonction polynomiale.
z

Proposition 1.2.10.
Toute fonction polynomiale de p variables est continue sur RP.

Démonstration.
11 suffit d’utiliser le résultat du lemme puis la stabilité de ’ensemble des fonctions
continues par combinaison linéaire et produit. O

Exercice 1.2.11. 1. Soit

(x—l—y)sin%sin% sixy #0

f:RE =R, f(x,y):{ 0 sizy=0



Démontrer que les deux limites itérées

lim lim f(x y) et lim lim f(z,vy)

z—0y—0 y—0x—0

n’existent pas, et que

lim x,
(z,y)—(0,0) fz-9)

existe et est égale a 0.
2. Soit
222

fiRE\{(0,0)} = R, f(z,y) = 2P+ (z— g

Démontrer que

lim lim f(z,y) = lim hm flz,y)=0

z—0 y—0 y—0 x—

et que lim, .y, (0,0) f(¥,y) n'existe pas.

2 Dérivation

2.1 Dérivée suivant un vecteur

Définition 2.1.1.

Soit v € RP. On dit que f est dérivable en a selon le vecteur v si la

fonction partielle directionnelle f, : ¢+ f(a + tv) est dérivable en 0, i.e.
t —

oo fla+ 1) — f(a)

t—0

On note alors D, f(a) cette limite, et on 'appelle nombre dérivé, ou

dérivée de f en a selon v.

existe et est finie — elle vaut alors f;(0).

Exemple 2.1.2.
2
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = { 5L‘4+y2 si (z,y) # (0,0) '

0 sinon

D’une part f ( ) — % donc f n’est pas continue en (0,0).

n’ n2
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f(taatﬁ) — f(07 O)

D’autre part, soit h = (a,8) € R? ; =
t2a? 0sip=0
ttat + 1282 t—»0 | o?/f sinon

f admet donc des dérivées dans toutes les directions en 0, mais n’est pas
continue en 0.

2.2 Dérivées partielles

Définition 2.2.1.

Soit k € [1,p]. Nous gardons la notation précédente fi pour la k-éme
fonction partielle de f.

On dit que la fonction f est dérivable en un point (xi,...,xp)
par rapport a sa k-éme wvariable si la fonction partielle fr : = —

f(z1,..., k-1, %, Tp41,...,2p) est dérivable en z;. On note alors
of
5 k(:pl,...,xp) = f1.(zx)

— fxi, . h—1, @, 1, -, Tp) — f(T1, -0 The1, Thy Tl 1, - - - Tp)
Tz T — T '

La fonction f est dite dérivable par rapport a sa k-éme variable
sur U si elle l'est en tout point de U.

0
La fonction . peut aussi étre notée I (f).
Tk

0

Remarque 2.2.2. 1. 67]( n’est rien d’autre que D, (f). Dans cette
T

premiére notation, xj représente plus la direction du k-éme vecteur

de la base canonique qu’une variable.

2. Dans le cas p = 2, si a (%0, ¥y0),
of _ . f(xo+t,y0) — f(z0,y0) 8f B
@ = lm ¢ ot 8y( o =
lim f(wo,y0 +1) — f(xo,yo).

t—0 t



2.3 Opérations

Théoreme 2.3.1.
Soit A\ e R, v € RP et f,g : U — R deux fonctions admettant une dérivée
en a selon v. Alors
1. f+4 Ag admet une dérivée en a selon v, et Dy (f+ Ag)(a) = Dy(f)(a)+
ADy(g)(a) ;
2. f x g admet une dérivée en a selon v, et D,(fg)(a) = g(a)Dy(f)(a)+
f(a)Dy(g)(a) ;
3. si o : R — R est dérivable en f(a), alors p o f admet une dérivée en

a selon v, et Dy(p o f)(a) = Dy(f)(a) x &' (f(a)) ;

. .1 .
4. Si g ne s’annule pas sur U, la fonction — admet une dérivée en a

g;(a)Dv(gxa) :

5. Si g ne s’annule pas sur U, la fonction i admet une dérivée en a
g

selon v, et D, (%) (a) = —

selon v, et D, (5)(@) =——

Démonstration.
Dans cette démonstration, nous allons utiliser f, et g,, les fonctions partielles directio-
nannelles de f et g selon v.

1. Remarquons que la fonction partielle directionannelle de f + Ag selon v est
h(t) = (f + Ag)(a +tv) = f(a+tv) + Ag(a + tv) = fu(£) + Ago(t). Comme f, et
go sont dérivables en 0, h également et D, (f + Ag)(a) = h'(0) = f,(0) + Ag,(0) =
Dy (f)(a) + ADy(g)(a).

2. Méme principe : (fg)(a + tv) = fu(t) X gu(t) donc D,(fg)(a) = f,(0)g.(0) +
£2(0)g,(0) = g(a)D ( )(a) + f(a)Dy(g)(a).

3. Toujours pareil : ( fla+ tv) wo fu(t) donc Dy(po f)(a) = (po fu)'(0) =
fo(0)p(fu(0)) = (f)(a) x ¢'(f(a)).

1

4. On peut réutiliser le méme principe, ou le point précédent avec p(t) = T

5. On combine le point précédent et le second.
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3 Fonctions de classe &

3.1 Définition et opérations

Définition 3.1.1.
La fonction f est dite de classe €' sur U si f est dérivable par rapport

0
a ses deux variables sur U et si les deux fonctions —— et —= sont continues
T Y
sur U.

Proposition 3.1.2.
Toute fonction polynomiale de deux variables est de classe €.

Démonstration.
Une fonction polynomiale de deux variables est dérivable par rapport a chacune de ses
variables, et ses dérivées partielles sont polynomiales, donc continues. O

Théoréme 3.1.3 (Opérations sur les fonctions de classe €!).
Soit A€ R et f,g : U — R deux fonctions de classe €' en a. Alors

1. f+4 Ag est de classe €' en a ;
2. f x g est de classe €' en a ;
3. si ¢ : R — R est de classe €' en f(a), alors p o f est de classe €

en a ;

4. Si g ne s’annule pas sur U, alors i est de classe €' en a.
g

Démonstration.
11 suffit d’appliquer [2.3.3] & ces fonctions, puis d’appliquer & leurs dérivées partielles les
résultats de la section concernant les opérations sur les fonctions continues. O



3.2 Développement limité d’ordre 1

Définition 3.2.1 (notation ¢).
Soit f,g : U = R, soit a € U.

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe
une fonction e : U — R continue en a et vérifiant £(a) = 0 telle que, pour
tout (z1,...,2p) €U,

flx1,...,zp) = g(x1,...,2p)e(T1,. .., Tp).

On note ceci

flz1,...,2p) = o(g(z1,...,2p)).

(z1,...,xp)—a

Théoréme 3.2.2 (DL a lordre 1).
Soit f : U — R de classe €' sur U, soit a € U. Alors pour tout
h=(hi,...,hp) €ERP,

fla+ 1) =, F@)+ Y- g (@) + a(l).

—0 ]

Démonstration (non exigible).

Nous ne démontrons ce résultat que dans le cas p = 2, les autres cas se traitant de
maniére similaire.

On note a = (zo,Yyo)-

Soit I et J deux intervalles ouverts vérifiant I x J C U, et tels que zo € I et yo € J.
11 existe notamment ago > 0 tel que, pour tout h € U, si |la — h|| < ao, alors h € T x J.

Notons B la boule ouverte de centre 0 et de rayon ap.

On définit e : B — R par €(0,0) = 0 et si (h1, h2) # (0,0) :
of
Ox

_ 1
[| (R, h2)]

Montrons que la fonction € est continue en (0,0). Considérons n > 0.

(hr, ha) (Fla+ (b, b)) — F(a) — ha 2L (a) h2gg<a>>
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Pour h = (h1, he) suffisamment petit, on a

A= |fa+h) = f@ - mGH@ - m3l@
of
= f(a:o-l—huyo-l—hz)—f(cco7y0+h2)_hlaim(a)
+f(w0vy0+h2)—f(%,yo)—hQ%(a)
< f(mo+h1,y0+h2)*f(xo,yoJth)fhl%(a)
Ay
+ f(x()’yo—’_h’?)_f(x07y0)_h2%§(a)
Ag

Comme f(-,yo + h2) est dérivable sur I, par le théoréme des accroissements finis, il
existe t1 entre xg et xo + h1 vérifiant

0
f(xo+ hi,y0 + h2) — f(xo,yo + h2) = h1£(t1,yo + h2).

On a donc

8*f(lfhyo + ha) — g(xo,yo)

A1 = | ox ox

0
Comme of est continue en a = (20, o), il existe a; > 0 tel que pour tout (A1, ha) € R?,
z

si ||(h1, h2)|| < ou, alors

<,

0 0
‘afi(thyo +h2) — %(moay())

ce qui donne |A1| < nl|(h1, h2)]|.

On procede de méme pour Ag, et il existe donc az > 0 tel que pour tout (1, he) € R?,
si [[(h1, ha)|| < a2, alors [Aq] < n[(ha, k).

Ainsi, pour tout (h1,h2) € R?, si ||(h1, he)|| < min(ao, a1, az), alors |e(hy, he)| < 2,
ce qui est bien le résultat demandé. O

Corollaire 3.2.3.
Si f : U — R est de classe €, alors f est continue.



4 Différentielle

Définition 4.0.1 (Différentielle).
Si f est de classe €' sur U, pour tout a € U, on note
df(a) : RP — R
P
0
h=(hi,...,hy) +> th—f
k=1

axk

(a)

Cette fonction df(a) est une forme linéaire sur RP? nommée différentielle
de f en a.

On note df(a).h = Zp: hkaa—f(a) (plutot que df(a)(h)).
k=1 9%k

Remarque 4.0.2.
Avec cette notation, le développement limité de f en a s’écrit donc

fla+h) = f(a) +df(a).h +o(||A]).
Proposition 4.0.3.

Si f est de classe €' sur U, alors pour tout a € U et pour tout vecteur v
non nul de RP, f admet une dérivée en a selon v et

Dy f(a) = df(a).v

Démonstration.
En effet, f(a + tv) = f(a) + df(a).(tv) + e(||tv]]) = f(a) + tdf(a).v + ¢(t) donc
}%w = df(a).v. O

Remarque 4.0.4.
La réciproque est fausse : une fonction peut admettre une dérivée en un
point selon n’importe quel vecteur sans étre méme continue en ce point,

comme le montre ’exemple
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Les opérations sur les fonctions de classe €' se réécrivent grace a la
notion de différentielle :

Théoréme 4.0.5.
Soit A€ Ret f,g : U — R deux fonctions de classe €' en a. Alors

1. f+ Mg est de classe €' en a et d(f + A\g)(a) = df(a) + Adg(a) ;

2. f x g est de classe €' en a et d(fg)(a) = g(a)df(a)+ f(a)dg(a) ;

3. si ¢ : R — R est de classe €' en f(a), alors po f est de classe €
en a et d(po f)(a) = ¢'(f(a)) x df(a) ;

4. Si g ne s’annule pas sur U, alors f est de classe €' ena et d (g) (a) =

g(a) df(a) — f(a)dg(a)
9%(a) '

5 Gradient

Munissons RP de son produit scalaire canonique noté (.,.).

Définition 5.0.1 (Gradient).

Si f est de classe ¢! sur U, I'application R — R, h + df(a).h est une
forme linéaire.

Par application du théoreme de représentation, il existe un unique vecteur
nommé gradient de f en a et noté Vf(a) tel que

Vh eRP, df(a).h = (Vf(a),h).

Proposition 5.0.2 (Coordonnées du gradient).

Si f est de classe € sur U, Vf(a) = (gai(a),...,aaa{(a))
P



Démonstration. ,
11 suffit de rappeler que pour tout h = (hi,...,hp), df(a).h = hk%(a). O
k
k=1
6 Reégle de la chaine
6.1 Dérivation le long d’un arc de classe ¢!
Théoréme 6.1.1 (Regle de la chaine).
Soit f : U — R de classe €, soit I un intervalle ouvert de R et z7, . .. e
des fonctions de classe €' de I dans R telles que pour tout t € I,

V() = (@1(t), ..., zp(t)) € U.
Alors la fonction g : I — R, t — f(7(t)) est de classe € sur I et pour
tout t €

’; axk 21(t), ..., zp(t))
(VF(r(®):7' )
df(v(®))-y ()

Démonstration.
Pour tout k € [1,p], zx admet un DL d’ordre 1 en tout ¢ € I, pour h au voisinage de
0 : zx(t+h) = 2 (t) + hay(t) + her(h) ou }llin%) ex(h) =0.

—

En notant v le vecteur de coordonnées (h(m’l (t) +e1(h)), ..., h(z,(t) + ap(h))) et y(t) =

10

(z1(t),. ..
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,Zp(t)), nous avons donc

gt+h)=f (xl(t) +h(zi(t) +e1(h),. ..
= f(y(t) +v)

+hzxk +enh) gL () + ool

,2p(t) + h() (1) + p(R)))

P
ex(t)
k=1

(v(®)) +<(llvl)

= JO) + Y a2 (G0) +h Y a5
k=1

= F) + (TGO 7 W)+ 5D ) 2 (1) + (o]

Or hm Zsk a—f = 0 donc thk 830 = ¢o(h).
k

De plus ||v|| |h]. H z1(t) +e1(h),.. .,xp( )+ ep(h H = O(h) car les g, et les x} sont
bornées au voisinage de 0 : les premieéres sont de limite nulle en 0, et les secondes
sont des fonctions continues au voisinage de 0 donc ont également une limite finie en 0.
Ainsi o(||v|]) = ¢(h) et finalement

FO@®) +h(VF( ()7 (1)) + o (h)
(VI @), @) = df(v(t) ' (¢). O

g(t+h) =
donc g est dérivable en 0 et g'(¢) =

Exemple 6.1.2.

Soit f : R' = R, (z,y,2) — xy +eY* et x1,70,73 : R — R telles que
pour tout t € R, x1(t) = 2t, z2(t) = e et x3(t) = —t2.

Alors avec les notations de 1’énoncé, pour tout ¢ € R,

g(1) = 24 (0 (1)) + x§<t>g§<v<t>> a2 (1)

= 2%2(15) + et(xl(t) + :L'3(t)e x2(t)903(t)> _ th2(t)ex2(t)x3(t)
_ 2ottt _ gpe—tiel4t

6.2 Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert
convexe



Proposition 6.2.1.

On suppose ici que U est convexe, et que g est une fonction de classe &
définie sur U et a valeurs dans RP.

Alors g est constante sur U si et seulement si sa différentielle est nulle sur
U.

Démonstration.

(=) immédiat.

(«=) Supposons que pour tout x € U, dg(z) = 0.

Soit a,b € U. Par convexité de U, pour tout ¢t € [0,1], ta+ (1 — )b € U. Nous pouvons
alors considérer la fonction ¢ : [0,1] — RP, t — g(ta + (1 — ¢)b).

La régle de la chaine assure alors que ¢ est de classe €' et que pour tout ¢ € [0, 1],
©'(t) = dg(ta + (1 — t)b).[a — b], qui est donc nulle puisque dg = 0. La fonction ¢
est donc constante sur l'intervalle I. En particulier ¢(0) = (1), ce qui assure que
g(a) = g(b), et donc g est constante. O

6.3 Dérivation d’une composition de fonctions de plusieurs
variables

Théoréme 6.3.1.

Soit n € N, n > 2, V un ouvert de RP, et ¢ : V — U, dont
on notera (ui,...,u,) les fonctions coordonnées. Ainsi pour tout k €
[L,n], up : V — R et pour tout (z1,...,2,) € V, g(x1,...,2,) =
(ui(z1, ..., &n), - up(T1, ..., Tn)).

Par abus, on notera (u1,...,uy) les coordonnées dans RP, ce qui rend la
formule plus facilement mémorisable.

Posons ¢ = fog : V — R.

Si f et g sont de classe €', alors ¢ aussi, et pour tout k € [1,n] et b € V,

o Oy, Of
o) =2 o (b)- ﬁu]( 9(b))-

Remarque 6.3.2.
Sans donner de noms aux coordonnées de RP et RP et en notant 0; la
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dérivée d’une fonction selon la i-éme coordonnée, la formule s’écrit

Dep(b) =D 9;f(g(b))
j=1

Démonstration.

Fixons k € [1,n], et pour tout j € [1,p], notons v; la k-éme fonction partielle de u;,
cest-a-dire v; :t = uj(T1,. .., Tho1,t, Thtly .-, Tn)-

Notons wr : t+— @(T1,. .., Tho1,b, Tht1y---,Tn) = f(01(1),...,vp(F)).
Il s’agit alors d’appliquer la regle de la chaine & ¢ :

— ) = Y0 2 ) = 30 20 2 (g0

Jj=1 j=1

9% 4

Exemple 6.3.3 (Gradient en coordonnées polaires).

Soit f définie sur U = R2\R_. Tout point de U admet un unique couple de
coordonnées polaires de la forme (r,0) ot r € R et 6 €] — 7, w[. Et méme
plus, p : Ri x| —m,7[—= U, (r,0) — (rcosf,rsinf) est une bijection. On
notera x et y ses fonctions coordonnées.

On considere alors la fonction g : R%
f(rcosf,rsinf) = f(x(r,0),y(r,0)).

Nous poserons egalement les vecteurs 79 = 0089 1+ sm& 7 et 79 =
—sinf i +cosf j . On observe que (g, Up) est une b.o.n.d.

x] — m = R, (r,0) —

Alors

dg _of 0 .

E(T’ ) = o —(rcos¥b, rs1119)a (r,0) + 9y (rcosQ,rsmG)a—(r 0)
i . _of .
= cos 9£(r cosf,rsin @) + sin Qa—y(r cos @, rsinf)

dg of of 9y

ae(r,&) ax(rcose TSlnG)ae(r 0) + ay(rcos& rsm@)ae(r,ﬂ)
= —rsin Ha—f(r cos B, rsin @) + r cos Qg(r cos @, rsinf).

ox oy

11
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Ainsi, si r # 0, on obtient par opérations de Gauss Donc
of ; _1 99 99 est solution de (&) < V (r,0) € ¥, agr@—l
ax(rcos&rsme)—r(rcosﬁa (r,0) — sm&ae(r 9)) f (&) (r,0) 1 ar (r,0)
S dpe?€ (| —n/2,7/2[,R), V(r,0) €V,
g‘;(rcose,rsin@ i(rsmﬁg (7, 9)+cos929(r 0)) i 9(27"»9)/:7”‘/1'8[0(93 (r-)

s Jpec€(-n/2,7/2,R), V(z,y) € %,

d’ou 'on déduit que

f(@,y) = \/o? + y? + p(arctan(y/z))
- 0 rsing) = 2 0 rsingy 7 + 2 0. rsind) 7 )
f(rcosf,rsinf) = %(TCOS ,rsinf) i + a—y(rcos ,rsinf) j & IPeC'(R), V(z,y) €%,

gg( 0)o + 122( 0) V. fl@,y) = a2 +y? +P(y/2).
Exemple 6.3.4. 7 Applications géométriques
Soit % = {(x,y) € R? , > 0}. Résolvons I’équation aux dérivées par-
tielles (EDP) 7.1 Lignes de niveau

of of T

Viey) €%, e (@,y) + ya—y(:c,y) =yt +y? (6), Définition 7.1.1 (Ligne de niveau).
Si z € R, on appelle ligne de niveau de f d’altitude z la partie

d’inconnue f € € (% ,R).
Soit ¥ = Ry x] —7/2,7/2[etp : ¥V — U, (r,0) — (x = rcosb,y = {aeR?| fla)=2}.

rsinf).
L’application p est de classe €', bijective de ¥ dans % .

.. 1
Ainsi, si f € € (% ,R), Remarque 7.1.2.

La ligne de niveau d’altitude z est donc f~1({z}).

) af of e
f est solution de (&) < V(z,y) € %, v (z,y) + yay (x,y) =22 +y Exemple 7.1.3.

e Vo) ev, - cos 0 g (r cos B, rsin 6) On a tracé dans la figure les lignes de niveau correspondant a la

Ox fonction f : (z,y) — (22 +y)e ~ @),
. Of . 2
+r sm@a—y(r cosf,rsinf) = r-. Exemple 7.1.4.

Vous trouverez dans la figure un exemple de carte IGN, faisant figurer

Mais nous avons montré précédemment que, si g(r,0) = f(rcos6,rsinf), les lignes de niveau du terrain. Avec un peu d’habitude, on arrive trés
9 9 oS , )
alors a—g( ,0) = cos Ga—f(r cos,rsin ) + sin Ha—(r cosf,rsin@). bien & se représenter le terrain !
r x Yy

12



y)e _(332+y2).

Ferme
du Ma’rfdem

I

1A

X de
NS,

FIGURE 7.2 — Exemple de carte IGN.

Proposition 7.1.5.
Soit I un intervalle de R et v : I — U un arc de classe ¢ tel que (1)
est inclus dans une ligne de niveau de f.

Alors, pour tout t € I, Vf(y(t)) est orthogonal & +/(t).

Démonstration.

XIX - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
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FIGURE 7.3 — Champ de vecteurs de V f, et lignes de niveau de f.

Nous écrirons v(t) = (z(t), y(t)), et nous supposons qu’il existe z € R tel que pour tout
tel, flz(t),yt) = =
of of

La regle de la chaine assure alors que x’(t)%(x(t), y(t)) + y'(t)a—y(m(t), y(t)) =0, i.e.

(V1) (1)) = 0. O

Remarque 7.1.6.

La propriété précédente est souvent résumée sous la locution « le gradient
de f est orthogonal aux lignes de niveau de f ». En effet, +/(¢) dirige la
droite tangente a I'arc v au point y(t) (voir figure [7.3]).

Remarque 7.1.7.

Puisque D, f(a) = (Vf(a),v), le théoréme de Cauchy-Schwarz assure que
cette dérivée est maximale quand v et V f(a) sont colinéaires de méme
sens : on dit que le gradient indique la direction de plus grande pente, et
qu’il est orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.



7.2 Courbes dans le plan

Définition 7.2.1 (Courbe plane).

On appelle courbe plane définie par une équation cartésienne tout
ensemble de points du plan vérifiant une équation de la forme f(z,y) =0
oll f est une application de classe €' définie sur un ouvert U de R? et &
valeurs dans R.

Remarque 7.2.2.

Sans hypothese supplémentaire, une telle courbe % n’est pas une courbe
au sens usuel. Par exemple si f est la fonction nulle, € n’est pas une
courbe mais le plan tout entier.

3
1 et pas-
sant par (1,2) est une courbe plane d’équation cartésienne f(x,y) =0

Exemple 7.2.3. 1. La droite du plan de vecteur directeur

avec f : R? — R ;
(x,y) — x+4+3y—7
2. Le cercle trigonométrique usuel est une courbe plane d’équation
cartésienne f(z,y) =0avec f : R?> — R ;

(z,y — 22+y*>—1
3. La lemniscate de Bernoulli représentée figure est une
courbe plane d’équation cartésienne f(z,y) = 0 avec f
R? — R :
(r,y) = (®+y°)? =202 —¢?)

Définition 7.2.4 (Point régulier, point critique).
Si f est de classe €1, soit ¢ la courbe d’équation f(x,y) = 0.

1. Un point (xg,y0) € € est dit régulier si V f(xo,yo) # 0 ;

2. Il est dit critique si V f(xo,y0) =0, i.e. g(azo,yo) = g(:ﬂo,yo) =
0 ox oy

3. La courbe % est dite réguliére si tous ses points sont réguliers.

14
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FIGURE 7.4 — Lemniscate de Bernoulli de parametre d = 1

Théoréme 7.2.5 (Tangente en un point régulier).

Avec les notations précédentes, si (zg,y0) est un point régulier de %,
alors ¢ admet une tangente en ce point, de vecteur normal V f(zo,yo) et
d’équation

gi(ﬂ?o,yo)(ﬂf = 2} - gi(ﬂ?o,yo)(y —yo) = 0.

Démonstration.

Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin d’en admettre un autre : qu’il existe un
paramétrage local régulier de ¥. Cela signifie que 'on admet qu’il existe une fonction
v :]—=1,1[— R? de classe € telle que v(0) = (0, yo), pour tout t €] — 1,1[, v(t) € €,
~'(t) # 0, et dans un voisinage de (xo, yo, pour chaque point de (z,y) € € il existe
t €] —1,1] tel que (z,y) = y(t).

Nous savons déja, d’apres la partie sur les courbes paramétrées du chapitre sur la



dérivabilité des fonctions vectorielles, que f admet une tangente en ~y(t) car v'(t) # 0,
et que 7/(t) est un vecteur directeur de cette tangente.

Grace a la proposition V£(v(t)) est orthogonal & +'(¢), qui dirige justement la
tangente & f en y(t).

L’équation de la tangente en découle. O

Exercice 7.2.6. )

2 Y
—==1
B au

Former I’équation de la tangente a ’hyperbole d’équation x

point de coordonnées (v/3,2).

7.3 Surfaces dans I'espace

Définition 7.3.1 (Surface dans I’espace).

On appelle surface définie par une équation cartésienne tout en-
semble de points de R? vérifiant une équation de la forme f(z,y,2) = 0
ou f est une application de classe €' définie sur un ouvert U de R? et &
valeurs dans R.

Remarque 7.3.2.

Sans hypothese supplémentaire, une telle surfacee € n’est pas une courbe
au sens usuel. Par exemple si f est la fonction nulle, ¥ n’est pas une
courbe mais I'espace tout entier.

Exemple 7.3.3. 1. La spheére de centre 0 et de rayon 1 est
une surface d’équation cartésienne f(z,y,z) = 0 avec f
R?* — R ;
(m,y — 22492 +22-1
2. L’hyperboloide a wune nappe représenté figure est une
surface d’équation cartésienne f(z,y,z) = 0 avec f :
R} — R :
(r,y — 22492 —-22-1

Définition 7.3.4 (Point régulier, point critique).
Si f est de classe €, soit .7 la surface d’équation f(x,vy,2) = 0.

15
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FIiGURE 7.5 — Hyperboloide a une nappe

. Un point (zo,yo, 20) € -7 est dit régulier si V f(zo,yo,20) # 0 ;

0
. Il est dit eritique si Vf(xo,y0,20) = 0, i.e. a—f(xo,yo,zo) =
x

0 0
a—z(xo,yo,zo) = 8—£(x0,yo,zo) =0 ;

. La surface . est dite réguliére si tous ses points sont réguliers.



Théoréme 7.3.5 (Tangente en un point régulier).

Avec les notations précédentes, si (xg,yo,20) est un point régulier de
<, alors . admet un plan tangent en ce point, de vecteur normal
V f(z0, Y0, 20) et d’équation

0 0 0
o o o 0) = 0)+ 5 (0,0 50) (0 )+ 5 (0,0, 20) = 20) =0

Exercice 7.3.6.

Déterminer une équation du plan tangent a ellipsoide d’équation z? +
2 2

Y z ) , 1

- + — =1 au point de coordonnées | —, 2,0 .
PR P <\/§ v2 )

Définition 7.3.7 (Courbe tracée sur une surface).

On appelle courbe tracée sur la surface . d’équation f(x,y,z) =0
tout arc paramétré (I,+) ot I est un intervalle de R et ot v : I — R3 est
une application de classe € & valeurs dans U telle que V¢ € I, f(y(t)) =0,
c’est-a-dire que pour tout t le point v(t) appartient a ..

Proposition 7.3.8.
La tangente en un point régulier My d’une courbe tracée sur une surface
. est incluse dans le plan tangent a . en M.

Démonstration.
Soit v un paramétrage d’une courbe ¢ tracée sur la surface . d’équation f(z,y, z) = 0.
En dérivant la relation f(y(t)) = 0 & l'aide de la régle de la chaine on obtient

(VF(v(#)),7'(t)) = 0 donc en tout point régulier (de la courbe et de la surface),
la tangente a la courbe est orthogonale au gradient. Or le plan tangent a .% en My est
exactement le plan normal V f(My) et passant par Mpy. Il contient donc la tangente &
€ en M. O

16
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8 Fonctions de classe %>

8.1 Dérivées secondes

Définition 8.1.1 (Dérivées partielles d’ordre 2).
Soit k, 7 € [1,p].

Si f admet une k-éme dérivée partielle , qui elle-méme admet une

0 (0 0?
j-eme dérivée partielle — (f), cette derniere est notée / ,
81’j 8xk 81‘361‘k

nommeée dérivée partielle d’ordre 2 ou dérivée partielle seconde
de f par rapport aux variables x;, .

o (0 0?
La dérivée partielle d’ordre 2 8( / ) est notée 8f

zp \ Oxk :c%

dxy,

et

Définition 8.1.2.
On dit que f est de classe €> sur U si toutes ses dérivées partielles
secondes existent et sont continues.

Théoréme 8.1.3 (Théoreme de Schwarz).
o’f O*f
" Ox;O0xy  Ox0x;

Si f est de classe €2, pour tout 7,k € [1,p]

Démonstration.
Elle est hors-programme. O

Remarque 8.1.4.

11 it 4 0% f 0*f .
Montrer qu’il existe j, k tels que est une méthode pour
8a:j8xk 8$k8$j
montrer que f n’est pas de classe €.
Exercice 8.1.5.
my(acZ_yQ)

Soit f : R2 — R définie par : f(z,y) = T 2242
0



Montrer que f est de classe €' sur R? mais qu’elle n’est pas de classe €2
en (0,0).

8.2 Matrice hessienne

Définition 8.2.1 (Matrice hessienne).
Si f est de classe €2, on définit sa matrice hessienne en a comme

. . O f
étant la matrice Hy(a) = 5.0 :
¥i9%3 ) 1<ij<n

Remarque 8.2.2.
En vertu du théoreme de Schwarz, Hf(a) € .7,(R).

Exemple 8.2.3.

2f  o2f
. 2
Sip=2, H¢(a) = ggﬁf aggé}x :
Oxdy  Oy?

8.3 Formule de Taylor-Young a I'ordre 2

Proposition 8.3.1.
Si f est de classe €2, nous avons pour h au voisinage de 0

flath) = F(a) + (V(a), h) + 5 (Hy(a)-h B) + o (IB]2),

que ’on peut également écrire, en confondant comme d’habitude éléments
de R™ et éléments de .4, 1(R),

fla+h) = f(a)+ Vf(a) h+ %hTHf(a)h + 0(HhH2).

Démonstration.
Elle est hors-programme. O
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9 Extremums

9.1 Définitions

Définition 9.1.1 (Extremum global).
Soit a € U.

1. On dit que a est le lieu d’'un maximum global de f si Vu € U,
f(u) < f(a).

2. On dit que a est le lieu d’'un minimum global de f si Vu € U,
f(w) = f(a).

3. On dit que a est le lieu d'un extremum global de f si c’est le lieu
d’un minimum ou d’un maximum global de f.

Remarque 9.1.2.
On dit aussi que f admet un maximum global en a (idem pour minimum
et extremum).

Définition 9.1.3 (Extremum local).
Soit @ € U.

1. On dit que a est le lieu d’'un mazimum local de f s’il existe r > 0
tel que
VueU, |la—u|| <r= f(u) < f(a).

2. On dit que a est le lieu d’'un minimum local de f s’il existe r > 0
tel que
VueU, |la—ul <r= f(u) > f(a).

3. On dit que a est le lieu d’un extremum local de f si c’est le lieu
d’un minimum ou d’un maximum local de f.

Remarque 9.1.4.
On dit aussi que f admet un maximum local en a (idem pour minimum
et extremum).

17



Remarque 9.1.5.
Tout extremum global est aussi un extremum local, la réciproque étant

bien évidemment fausse.

Définition 9.1.6 (Extremum strict).
Un minimum ou maximum local en a est dit strict si dans un voisinage
de a sa valeur n’est atteinte qu’en a.

9.2 Extremum et point critique

Théoréme 9.2.1 (Condition du premier ordre).
Si f admet un extremum local en a, alors a est un point critique de f.

Démonstration.

Notons a = (zo,y0). Les deux fonctions partielles de f en a admettent chacune un
extremum local en x¢ pour la premiere, et en yo pour la seconde, intérieur a leur
ensemble de définition. Elles y admettent donc chacune un point critique, donc les
dérivées partielles de f sont nulles en a, d’ou le résultat. O

Remarque 9.2.2.
Il est ici primordial que U soit un ouvert.

Ce théoreme ne donne qu’une condition nécessaire pour qu’'un point
soit un extremum local (et a fortiori global) d’une fonction.

Cette condition n’est pas suffisante, comme on le peut le voir sur la

figure
9.3 Extremum et matrice hessienne

Théoréme 9.3.1 (Hessienne et minimum).
On suppose que f est de classe €2 et que a est un point critique de f.

1. Si Hy(a) € #,F7(R), alors f atteint un minimum local strict en a ;

2. Si Hg(a) ¢ 7,5 (R), alors f n’admet pas de minimum local en a.

18
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=0

XFH2-y427

FIGURE 9.1 — Représentation d’un point selle.

Démonstration.

Notons Q.(h) = h' Hy(a)h, ainsi appelée car il s’agit d’une forme quadratique
(terminologie hors-programme).

Nous avons alors, pour h au voisinage de Orp,

flat 1) = (@) + 5Qa(h) + o (I1]2).

1. Si Hy(a) € 1 (R), alors application (x,y) + x* Hy(a)y est un produit scalaire
sur RP. Ainsi Q, est toujours positive et la norme euclidienne associée a ce produit

scalaire est v/Qq-

De plus I’équivalence des normes (nous sommes bien en dimension finie) permet
d’affirmer

fa+h) = (@) + 5Qu(h) + 0 (Qu(h)

D’ou I’équivalent, au voisinage de h = Orp
1
fla+h) = fa) ~ 5 Qa(h)

Deux termes équivalents ont strictement méme signe au voisinage du point
considéré, on peut donc affirmer que f atteint un minimum local strict en a.

2. Si Hy(a) ¢ 7" (R), alors Hy(a) a une valeur propre A < 0. Soit u € R? non nul
tel que Hy(a)u = Au.



Appliquons la formule de Taylor-Young a h = tu, faire tendre h vers Orr revient
a faire tendre ¢ vers 0 :

Flat tu) = (@) + 3 (0w) " Hy (o) (tw) + o (|I0])
F(@) + A ]2 + o (I]?)

donc f(a + tu) — f(a) ~ )\g |R||> < 0, et on conclut que f n’atteint pas un
minimum local en a.

O

Le théoréme s’adapte bien siir de la maniere suivante pour un maxi-
mum :

Théoréme 9.3.2 (Hessienne et maximum).
On suppose que f est de classe €2 et que a est un point critique de f.

1. Si —Hy(a) € & *(R), alors f atteint un minimum local strict en a ;

2. Si —Hy(a) ¢ ;" (R), alors f n’admet pas de minimum local en a.

Remarque 9.3.3.
Si f atteint un minimum local en a, alors a est un point critique de f et
H f(a) €7 p+'

9.4 Casp=2

On suppose dans cette section que p = 2.

Théoréme 9.4.1.
Si f est de classe €2 et a est un point critique de f, alors

% f

s= 28y, 1=
- Ozoy

= 8—y2(a).

Alors det Hy(a) = rt — s? et tr Hy(a) =+ ¢.
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1. Sirt — s > 0, alors soit f atteint un minimum strict en a (et dans
ce cas r +t > 0), soit f atteint un maximum strict en a (et dans ce
cas r +t < 0).

2. Si rt — s? < 0, f ne présente pas d’extremum en a, il s’agit d’un
point col ou selle, comme représenté figure

3. Sirt —s? =0, on ne peut rien dire, tout peut arriver.

Démonstration.

Dans tous les cas, Hy(a) € .#2(R), donc elle est diagonalisable a valeurs propres
réelles. Notons A1 et A2 ces deux valeurs propres. Alors A\ Ay = det Hf(a) = 7t — s* et
M+ X=trHf(a) =7+t

1. Sirt—s?> 0, alors A1 et l2 sont non nulles et de méme signe, donc A1 + A2 > 0
ou A1 + A2 < 0. Dans le permier cas Hy(a) € % (R), dans le second —H(a) €
3T (R). On conclut avec les théorémes [9.3.1] et [9.3.2

2. Sirt—s® < 0, alors A1 et A2 sont non nulles de signe opposé, donc Hy(a) ¢ 75" (R)
et —H(a) ¢ 75 (R). On conclut & nouveau avec et/9.3.2

3. Se reporter a l'exemple qui suit.

Exemple 9.4.2.
Dans le cas ou rt — s> = 0, tout peut arriver :

1. Soit f : (w,y) + x* +y*. Alors évidemment f atteint un minimum
strict en 0, car f(0,0) =0 et si (x,y) # 0, f(x,y) > 0.
De plus Vf(0) =0 et Hf(0) = 0.
Mais —f atteint un maximum strict en 0, et elle a le méme gradient
et la méme hessienne en 0 que f.

2. Soit g : (z,y) = z*—y* La encore g(0) = 0, Vg(0) = 0 et Hpg0) = 0.
Mais pour tout t € R*, g(¢,0) > 0 donc g n’atteint pas de maximum
en 0, et g(0,t) < 0 donc g n’atteint pas non plus de minimum en 0.
Le graphe de g est similaire a celui de la figure



10 Exercices classiques

10.1 Fonctions positivement homogénes

Soit f : R? = R de classe ¢, soit a € R. La fonction f est dite
positivement homogene de degré « si

V(z,y) € R?, Vt € RY, f(tz,ty) =t f(z,y).
1. Donner un exemple de fonction positivement homogene (avec son

degré), et un exemple de fonction non homogene.

2. Montrer que si f est positivement homogene de degré «, alors ses
dérivées partielles sont positivement homogenes de degré o — 1.

3. Montrer que f est positivement homogene de degré « si et seulement
si f vérifie la relation d’Euler :

of of
2 _ _— =

Indication : étudier ¢ : t — f(tz,ty).

10.2 Calcul d’une différentielle

Soit E un espace euclidien de norme ||. || et f 'application de E\{0}

x
dans lui-méme définie par f(z) = ——. Montrer que f est différentiable

[l
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et déterminer df(z).

10.3 Des plans tangents

Soit (S) la surface d’équation 2% = zy.

Déterminer les plans tangents a (S) qui contiennent la droite (D) d’équa-
tion :{ 2
"ly = 32-3°

10.4 Une équation aux dérivées partielles

Trouver toutes les applications f : (Ri)Z — R de classe C! telles
que :

0 0
Yey) € (B w5l (w0) + g () = e

en utilisant les coordonnées polaires.

10.5 Une étude de points critiques et d’extremums

Déterminer les points critiques puis les extremums de (x,y) + 2° —
2
y° —x.
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