XI — Séries entieres

I. Comparaisons de rayons de convergence

1) Ces deux séries entiéres ont le méme rayon de convergence, et pour le

montrer il suffit de montrer que si a > 0, les séries entiéres Zanz" et
n=0

Z n%a,z" ont le méme rayon de convergence. En effet, si le résultat est vrai

n=0

, an, .
n — N
our o > 0, alors an 2" et - z" ont le méme rayon de convergence
n
n=0 n=>0

. a7l . . ’ . .
puisque a, =n® x —-. Et ainsi le résultat sera aussi vrai pour a < 0.
n
Pour cela posons b, = n“a,,, et notons R, et R les rayons de convergence
des deux séries entieres associées.

— Si a =0, a, = b, et donc le résultat est immédiat.

— Si a > 0, alors a,, = o(b,,) donc R, > Ry.

Soit r < R,. Alors il existe p €]r, Rq[. Alors b,r™ = a,p™ x n® (T) =
P

o(a,p™) par croissances comparées. Donc anr" converge, car
n=0

Zanp" converge. Ainsi r < Ry, et ainsi étant valable pour tout

n=0

r < R, nous avons R, < Ry.

Finalement, R, = Ry.

2) Soit o = degP — degQ, et soit p et ¢ les coefficients dominants respectifs

: P(n) p P(n)
de P et @ (qui sont non nuls). Alors ~ =n%. Donc a2 a
( J A o) g 2 Q)

méme rayon de convergence que E anz".
n=0

II. Calculs de rayons de convergence (Banque CCP MP)

1) Soit g ap 2™ une série entiere.

Le rayon de convergence R de la série entiere Z anz" est 'unique élément
de RT U {400} défini par :

R =sup{r >0 /(a,r™) est bornée}.

On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniere suivante :

JIR e RT U {400} tel que :

i)Vze€C, |z2| < R= Z an 2™ converge absolument.

ii) VzeC, |z > R= Z anz" diverge (grossiérement).

R est le rayon de convergence de la série entiere Z an 2"

Remarque : pour une série entiére de la variable réelle, la définition est

identique.
(n!)Z 2n41
2) a) Notons R le rayon de convergence de g mz et posons :Vn € N,
n)!

_ (n)? 2n+1

VZEC, Un(Z)—mZ .

Pour z =0, E u,(0) converge.
n 1 n ’

Pour z # 0, |~ n(2))  nt |z]2. Donc lim n1(2) | P
Un(2) dn + 2 n—+oo | U, (z) 4

D’apres la regle de d’Alembert,
Pour |z| < 2, la série numérique Z un(z) converge absolument.
Pour |z| > 2, la série numérique diverge grossiérement.
On en déduit que R=2.
b) Notons R le rayon de convergence de Zn(*l)nz" et posons :Vn €N,
an =n=0",
Ona,VneN,VzeC, |a,z"| < |nz"| et le rayon de convergence de
la série entiere Z nz" vaut 1.
Donc R>1. (*)

1 n
z

De méme, Vn e N*, Vz € C, |— < |an 2™ et le rayon de convergence
n

de la série Z lz" vaut 1.
n>1

Donc R< 1. (*%)

D’apres (*) et (**), R=1.



c) Notons R le rayon de convergence de Z cosnz™ et posons : Vn € N,
Gy = COST.
Ona,VneN,VzeC, |a,z"| < |2"| et le rayon de convergence de la
série entiere Z z" vaut 1.
Donc R>1. (*)
Pour z = 1, la série Zcos nz" = Z cosn diverge grossierement car

cosn +— 0.

n——+4oo

Donc R< 1. (*%)
D’apres (*) et (**), R =1.

ITI. Une fonction de classe € (Banque CCP MP)

mn
1) Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z (2—
n

i

n

x
Pour x # 0, posons u,, = W
lim [ = lim 2 =0.
n—+oo | Up n—+oo (2n +2)(2n + 1)
n
On en déduit que la série entiere Z v converge pour tout x € R et
(2n)!
donc R = +o0.
too $2n
2) Va € R, ch(z) = Z —— et le rayon de convergence du développement en
o (2n)!
série entiere de la fonction ch est égal a +oo.
) too T too t2n
3 P >0, técriter =t2et S(2) =Y —u = — =
) a) Pour z on peut écrire et S(x) Z o)l Z )l
n=0 n=0
ch(t) = chy/z.
+00 "
Pour x < 0, on peut écrire x = —t? et S(x) = nz:% 20 =

+oo (71)”152”

Z (2n)!

n=0

= cos(t) = cos v —z.

b) D’apres la question précédente, la fonction f n’est autre que la fonction
S.
S est de classe €°° sur R car développable en série entiére a ’origine
avec un rayon de convergence égal a +oc0.
Cela prouve que f est de classe €°° sur R.

1)

2)

IV. Une équation différentielle (Banque CCP MP)

Soit g a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme

S.
“+o0 “+o0
Pour tout =z € |-R, R[, S(z) = Zanx", S'(z) = Znanaf“1 et S"(z) =
n=1

n=0
+o0o +oo
Z n(n —1ap,z" 2 = Z (n + Dna, 2"t
n=2 n=1
+oo
Donc z(x—1)S" (2)+3zS'(z)+S(z) = Z ((n+1)%a, —n(n+1)an41) ™
n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiere, la fonction
S est solution sur |— R, R| de I'équation étudiée si, et seulement si, Vn € N,
(n+1)2a, —n(n+ 1)a,y1 = 0.
Cest-d-dire : Vn € N, nay+1 = (n+ 1)ay,.
Ce qui revient a : Vn € N, a,, = na;.
Le rayon de convergence de la série entiere an” étant égal a 1, on
peut affirmer que les fonctions développables en série entiere solutions de
I’équation sont les fonctions :

= n d 1 i défini 11
T — ap ;nx = g (11’) = gy définies sur ]-1,1], avec
a; € R.

Notons (E) I'équation z(z — 1)y” + 3z’ +y = 0.

Prouvons que les solutions de (E) sur ]0; 1] ne sont pas toutes développables
en série entiere a l'origine. Raisonnons par I’absurde.

Si toutes les solutions de (E) sur |0; 1] étaient développables en série entiére
a Porigine alors, d’aprés 1., 'ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1] serait

égal a la droite vectorielle Vect(f) ou f est la fonction définie par Va € ]0; 1],
x

Or, d’apres le cours, comme les fonctions z — z(x—1), 2 — 3z et x —> 1
sont continues sur ]0; 1] et que la fonction z — (2 — 1) ne s’annule pas
sur ]0; 1[, 'ensemble des solutions de (F) sur ]0;1[ est un plan vectoriel.
D’ou l'absurdité.



1)

2)

V. Calculs de sommes de séries entieres (Banque CCP MP)

n,.2n

On note R le rayon de convergence de Z et pour tout réel z, on

n>1
3nx2n
pose u, () =
n 2
3
Pour x non nul, un+1(x) — |2 |3x2|
U () n+1 oo

Donc, d’apres la régle de d’ Alembert

alors Z

n>1

si }3:02‘ < 1 cest-a-dire si || < —= converge absolument

2n

1
et si |3x2| > 1 c’est-a-dire si |z| > — alors Z

\/3 n>1

diverge.

On en déduit que R =

1 an,.2n
Onpose:Vxe}—\/g,\/g[, S(x)zzgz .

n=1

+oo 2\n
1 1 (3z°)
Ona:Vzxe|——,—|, S(z) = .
|- sl o0 =25
Or d’apres les développements en séries entiéres usuels, on a : Vit € |—1,1],

Z— —In(1 —1¢).

Ainsi :Vzx 6}—\}?\}3

[, S(z) = —In(1 — 322).

Notons R le rayon de convergence de Z anpx"”
n=0
On considére les séries Z Aon " Z 472" et Z Qon+ 2t =
n>=0 n=>0 n=0

§ 5n+lx2n+l

n=0

Notons R; le rayon de convergence de Z 4" et Ry le rayon de conver-
n>=0
gence de Z prtlg2ntl
n>0
Le rayon de convergence de Z ™ vaut 1.
n=0

Or, Z 4n g = Z(4x2)".

n>0 n=0

1
Donc pour |[422| < 1 c’est-a-dire |x| < 3 Z 472%™ converge absolument

n=>0
et pour |[42%| > 1 c’est-a-dire |z| > =, g 472" diverge.
n=0
On en déduit que Ry = 3
Par un raisonnement similaire et comme E srtlg2ntl — 5g g (5x2)"
n=0 n>0

1
trouve Ry = —.

V5
Z apx” étant la série somme des séries Z agn " et Z agni122" T on
n=0 n=>0 n=0
1
en déduit, comme Ry # Ry, que R = min(R;, Rs) = ﬁ
D’apres ce qui précéde, on en déduit également que :
1 1 +oo “+oo “+oo
Vo e }—7 — [, S(x) = Z anr" = Z(4w2)" + 5z 2(5302)" =
\/g \/g n=0 n=0 n=0
1 n 5x
1—422 1 —5x2"




1)

2)

3)

VI. Développements en série entiere (Banque CCP MP)
. B (2n)!
On pose :Vn € N,u, = 22 20+ 1)
Ona :VneN,u, >0.
Wne N, Ul _ (2n+2)2n+1)2n+1) (2n +1)2 1
Tu, (n+1)2242n43)  8(n+1)(2n+3) +oo 4

Yntl - <1

Uy n—+oo 4 '

Donc, d’apres la régle de d’Alembert, > u,, converge.

Ainsi,

D’apres le cours, Vo € R, u — (1 + u)® est développable en série entiére en
0 et le rayon de convergence R de son développement en série entiere vaut 1
sia g N.

t@ala—1)..(a—n+1)

De plus, Vu e |-1,1[, 1 +uw)* =1+ > ' u™.
n=1 n:
1
En particulier, pour a = —5 et u=—t:
—+oo
i (-1)(=3) - (~ (2n— 1))
R=letVie]-1,1,——= =1+ (=)™
— nnl
v1—t —_ 2nn!
En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2"n!, on
obtient :
+oo
1 (2n)!
Vte]—1,1], =1+ ¢n
] | V1—t ; (27n!)2
+oo
) 1 @2n)!
Conclusion : R=1et Vt €] —1,1], — = 7;) CEE

D’aprés la question précédente, en remarquant que : x €] — 1,1[&t = 2% €
[0,1] et [0,1[C] — 1,1], il vient :

Vo el - 1,1] L SOO (2n)! on d
zel-11, —= = ——— 2“" avec un rayon de convergence
12
Vi—a? &= (27n!)
R=1.
1
Arcsin est dérivable sur | — 1, 1[ avec Arcsin’ : x —

V1— 22
D’apres le cours sur les séries entieres, on peut intégrer terme a terme le

V1—2z?

développement en série entiere de x +— et le rayon de convergence

est conservé.
De plus, on obtient :

+oo
Arcsin 0 + Z (Q—n)' 2l
H_/—/ = (

Vo €] —1,1[, Arcsinz = 2nn1)2(2n + 1)
0

avec un

4)

rayon de convergence R = 1.
1
Prenons x = 3 €] — 1, 1] dans le développement précédent.

= (2n)! 1

P . 1
On en déduit que Arcsin <2) = Z 2 (2 (20 1) 22091

n=0

™

1
C’est-a-dire, en remarquant que Arcsin <2) = =

= (2n)! 7

2‘6 (n))224n(2n +1) 3

n=

67

on

obtient
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