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On se place dans R? muni de sa norme eucli-
dienne canonique.

1 Fonctions numériques a deux
variables

1.1 Petite topologie du plan

Définition 1.1.1 (boules).
Soit a € R? et > 0.

On appelle boule ouverte de centre a et de rayon
r I’ensemble

B(a,r):{x€R2‘|]a—x||<r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon
r I’ensemble

B(a,r):{xeRQ‘Ha—xﬂgr}.

On appelle sphere de centre a et de rayon r
I’ensemble

S(a,r):{azeRQ‘Ha—a:H:r}.

Remarque 1.1.2.
La boule fermée s’obtient en ajoutant a la boule
ouverte la sphere qui la délimite.

Définition 1.1.3 (ouverts du plan).
Une partie A du plan est dite ouverte si

Va € A, 3r >0, B(a,r) C A.

Exemple 1.1.4 (exemples fondamentaux).
Sont des parties ouvertes du plan : le plan, &,
toute boule ouverte, un produit d’intervalles ou-
verts.

Proposition 1.1.5 (voir figure 1).
Soit A C R un ouvert, soit (zg,yo) € A. Alors, il
existe deux intervalles ouverts I et J tels que
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— x9 €1 ;
— Yy €J ;
— I x J CA.

Yo A

To |

FIGURE 1 — Un ouvert A, contenant un disque,
contenant un rectangle.

Démonstration.
11 existe > 0 tel que le B((xo0,y0),7) C A. En posant

I:]xo_ﬂmﬁr{

V2 V2
J—]yo—\;?yo-l-\;i[

on vérifie aisément que I x J C B((zo,y0),7), I et J étant
bien des intervalles ouverts contenant respectivement xg
et yo. O

1.2 Représentation d’une fonction de deux
variables

Dans cette partie, on considére un ouvert A de
R? et une fonction f: A — R.

Rappel 1.2.1.
Le graphe de f est

I'={(a.f(a)) | a€ A}.

Remarque 1.2.2.

Le graphe de f est formellement une partie de
R? x R, que I'on identifie & R?. On considére donc
que le graphe de f est

{(@,y, f(2,9)) | (x,y) € A }.



FIGURE 2 — Représentation de f : (z,y) — (22 +

y)e 7(1‘2+y2) .

Ainsi, le graphe de f se représente comme une «
nappe » au dessus de la partie A, f(x,y) désignant
I'altitude du point d’abscisse x et d’ordonnée y
(voir figure 2).

1.3 Continuité

Dans cette partie, on considere un ouvert A de
R? et une fonction f: A — R.

Définition 1.3.1.
Soit a € A, la fonction f est continue en a si

Ve >0, dJa >0, Vo € A,
|z —all < a=|f(z) — fla)| <&

La fonction f est continue sur A si elle est continue
en tout point a de A.

Proposition 1.3.2 (opérations).
Soit f,g: A — R deux fonctions continues sur A.

1. Si A\, € R, alors Af + pg est continue sur
A.

2. Les fonctions fg, |f|, min(f, g) et max(f,g)
sont continues sur A.
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Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O

Proposition 1.3.3 (composition a gauche).
Soit f : A — R une fonction continue sur A, soit
@ : R — R continue.

Alors, ¢ o f est continue sur A.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O

Proposition 1.3.4 (composition a droite).
Soit A, B deux ouverts de R?, Soit f : A — R
une fonction continues sur A, soit u,v : B — R
continues telles que u(B) x v(B) C A.

Alors, (z,y) — f(u(z,y),v(z,y)) est continue
sur B.

Démonstration.
C’est la méme chose que pour les fonctions réelles. O

Lemme 1.3.5 (continuité des projections).
Les fonctions m : (z,y) — = et mo : (z,y) — ¥y
sont continues sur R2.

Démonstration.
1l suffit de voir que pour tout a,b € R? et pour i € {1,2},

mi(a) = m(0)] = [mi(a — b)| < lla— ]|

Définition 1.3.6.

On appelle fonction polynomiale de deux variables
toute fonction f : R? — R combinaison linéaire
des fonctions de la forme

(z,y) = 2Pyf,

pour p,q € N.

Proposition 1.3.7.
Toute fonction polynomiale de deux variables est
continue sur R.



Démonstration.

11 suffit d’utiliser le résultat du lemme 1.3.5, puis la stabilité
de ’ensemble des fonctions continues par combinaison
linéaire et produit. O

Exercice 1.3.8.

En quels points les fonctions
2y }

242 si (z,y) #(0,0)

0 si z=y=0

fi(zy)—

et
Ty .
g @y = Zrg? si (z,y) # (0,0)
’ 0 si z=y=0

sont-elles continues ?

2 Introduction au calcul différentiel

Dans cette partie on considére U un ouvert de
R?, et f une application de U dans R.

2.1 Dérivées partielles

Définition 2.1.1.
Soit (zo,yo) € U. Alors d’apres le lemme 1.1.5
assure qu’il existe deux intervalles ouverts I et J
telsque xg € I, yp € J et I xJ C U. On considere
alors les deux fonctions partielles de f
— 1o étant fixé, la premiere fonction partielle
de fest fi : I =R, x— f(z,y0).
— x( étant fixé, la seconde fonction partielle
de fest fo : JJ—=R, z— f(xo,y).

Définition 2.1.2.

Nous gardons les notations précédentes fi et fo
pour les fonctions partielles de f.

On dit que la fonction f est dérivable en un point
(x0,y0) par rapport a sa premiére variable si la
fonction partielle fi : x — f(x,y0) est dérivable
en xg. On note alors

%(mo,yo) _ f(w0) = lim f(z,y0) — f(l‘o,yo)‘

T—TQ T — X0
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La fonction f est dite dérivable par rapport a sa
premiére variable sur U si elle ’est en tout point
de U.

De méme, on dit que la fonction f est dérivable
en un point (zg,yp) par rapport a sa deuxiéme
variable si la fonction partielle fo : y — f(xo,y)
est dérivable en yo. On note alors

9 _
8;;(5507%) = folyo) = yli_glo f(:vo’y; — £§$0’y0).

La fonction f est dite dérivable par rapport a sa
deuxieme variable sur U si elle I’est en tout point
de U.

Remarque 2.1.3.

0
La notation —f signifie la dérivation par rapport a

la premiére Vafiable de la fonction f, et est parfois
notée D1 f, ou 01 f, idem pour la dérivation par
rapport a la seconde variable.

Si 'on a noté une fonction f : (u,v) — [...], on
pourra bien entendu écrire —f pour signifier la
dérivation par rapport & la premiere variable de f,
idem pour la dérivation par rapport a la seconde
variable.

On évitera absolument de considérer une fonc-
tion f: (y,z) — [...].

On pourra aussi utiliser le symbole 88@ pour

signifier la dérivation partielle d’une expression
par rapport a la variable Q. toutes les autres
variables étant considérées comme fixées.

Exemple 2.1.4.
Avec f : (z,y) — x2e ~*¥* | définie sur R2, on a
pour tout (x,y) € R?

%(l‘, y) = (22 — 2?)e T’
gij(ﬂj, y) = 23)23/6 —a:+y2.

Remarque 2.1.5 (A)

Une fonction de deux variables peut étre dérivable



par rapport a chacune de ses deux variables, sans
pour autant étre continue.
Par exemple, la fonction définie par

22 O (z,y) # (0,0)

0 si z=y=0

[z y)m

admet des dérivées partielles en tout point de R?,
mais n’est pas continue.

La dérivabilité par rapport a chacune des va-
riables est élémentaire, la non continuité en 0
découle par exemple du fait que pour tout z € R*,

1

T,r) = —.

Il suffit ensuite prendre x suffisamment petit pour
nier la continuité de f.

2.2 Fonctions de classe ¢!

Définition 2.2.1.
La fonction f est dite de classe € sur U si f est
dérivable par rapport a ses deux variables sur U

0 0
et si les deux fonctions —f et —f sont continues

ox oy

sur U.

Proposition 2.2.2.
Toute fonction polynomiale de deux variables est
de classe €.

Démonstration.

Une fonction polynomiale de deux variables est dérivable
par rapport a chacune de ses variables, et ses dérivées
partielles sont polynomiales, donc continues. O

Définition 2.2.3 (notation o).
Soit f,g:U — R, soit a € U.

On dit que f est négligeable devant g au voi-
sinage de a s’il existe une fonction € : U — R
continue en a et vérifiant £(a) = 0 telle que, pour
tout (z,y) € U,

f(z,y) = g9(z,y)e(z, ).
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On note ceci

flz,y) = o(g(z,y)).

(z,y)—a

Théoréme 2.2.4 (DL a lordre 1).
Soit f : U — R de classe € sur U, soit (xg,%0) €
U. Alors

flxo+hyo+k) = f(xo,90)

(h,k)—(0,0)

0 0
02 (a0 + kagmo, o) + o([|(h, B)]).

Démonstration (hors-programme).
Pour alléger les notations, on note a = (o, yo).
Soit I et J deux intervalles ouverts vérifiant I x J C U,
et tels que 2o € I et yo € J. 1l existe notamment o > 0
tel que, pour tout u € U, si ||ja — u|| < aw, alors uw € I x J.
Notons B la boule ouverte de centre 0 et de rayon «g.
On définit € : B — R par £(0,0) = 0 et si (h,k) #
(0,0) :

e(h k) = m(f(a + (h, k) — f(a)—

of of
W@~ k5l (@)
Montrons que la fonction & est continue en (0,0). Considé-
rons 1 > 0.
Pour u = (h, k) suffisamment petit, on a

A= f(a+u)f(a)hg£(a)kg£(a)‘
of
= ‘f($o+h7y0+k)—f($07yo+k)—ham(a)
4 f(@o,yo + ) — f(zo,y0) — k%m)
< ‘f(xo + h,yo + k) — f(®o,y0 + k) — hg—i(a)‘
Aq
+ ’f($07y0+k)—f($07yo) —k%(a)
Ao

Comme f(-,yo+ k) est dérivable sur I, par le théoréme des
accroissements finis, il existe t1 entre xo et xo + h vérifiant

0
flxo+ h,yo + k) — f(zo,yo + k) = hafi(thyo + k).



On a donc

8= 1[S00+ 1) = S w10

ox ox

of

Comme Pz est continue en a = (xo,yo), il existe a; > 0
T

tel que pour tout (h,k) € R?, si ||(h, k)| < a1, alors

0 0
‘Fi(thyo +k) — l($07y0) <,

ox
ce qui donne |A1| < n||(h, k)]
On procede de méme pour As, et il existe donc az > 0
tel que pour tout (h,k) € R2, si ||(h, k)| < a2, alors
|Ax] < nll(h, K-
Ainsi, pour tout (h,k) € R?* si |(hE)|]| <
min(ap, a1, az2), alors |e(h, k)| < 21, ce qui est bien le
résultat demandé. O

Remarque 2.2.5 (plan tangent).
Sous les mémes hypotheses,

z2—f(x0,y0) = (x—fﬂo)gi(woy3/0)+(y—?/0)g§($07?/0)

est ’équation d’un plan, appelé plan tangent au
graphe de f en (zg,yo).

Corollaire 2.2.6.
Si f:U — Rest de classe €', alors f est continue.

Définition 2.2.7 (gradient).

Soit f : U — R de classe € sur U, soit (zg,0) €
U. On définit le gradient de f en (z¢,yp) comme
le vecteur

of

V f(wo,y0) = (636(330,1/0)7 gzjj(xo’yo))-

Remarque 2.2.8.
Le théoreme 2.2.4 s’écrit alors ainsi, avec a =

(z0,y0)

f(a*-U)w;Ep)

fla) +(Vf(a),u) + o([lul)-

Exemple 2.2.9.
Le champ de vecteur de I'exemple du début du
chapitre est tracé dans la figure 3.
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F1GURE 3 — Champ de vecteurs de V f, pour f :
(2,9) = (2 + ye .

2.3 Dérivées directionnelles

Définition 2.3.1 (dérivée selon un vecteur).
Soit a € U, soit v € R?\ (0,0), soit f : U — R.
La fonction f est dite dérivable selon le vecteur v
en a si la fonction ¢ — f(a + tv) est dérivable en
0.

La dérivée de cette fonction en 0 est alors appe-
lée dérivée de f selon v en a, et est notée D, f(a) :

Dufe) =t 1O =S

Remarque 2.3.2.
En notant (eg, e2) la base canonique de R?, on a
sous réserve d’existence :

of
ox
af
0y

(a) = De, f(a),
(a) = De, f(a).

Remarque 2.3.3.
Si ||v|| =1, Dyf(a) est la pente de la droite tan-
gente au graphe de f en a et dirigée par v.



Théoréeme 2.3.4.
Si f est de classe €' en a € U, alors f admet des

dérivées selon tous les vecteurs en a, et pour tout
v eR?\ (0,0)

Dy f(a) = (Vf(a),v).

Remarque 2.3.5.
On a donc pour tout (h, k) € R? non nuls

of

()+/~c8y

().

Démonstration.
Notons v = (h, k) et a = (o, yo). Soit t # 0.
Soit a > 0 tel que la boule ouverte de centre a et de rayon
« soit incluse dans U. Notons alors B la boule ouverte de
centre 0 et de rayon a.

Par le théoréme de développement limité a 'ordre 1 de
f, qui est de classe €*,

of

flatt) = @)+ thg @)+ kG @)+ ol

(th,tk)—(0,0) 1s)

11 existe donc une fonction e définie sur B continue en (0, 0)
et vérifiant €(0,0) = 0 telle que, pour tous tels a, v, t,

flattr) = fla)+ndL f

0
tk‘
(th,tk)—(0,0) oxr o)+

ce que 'on écrit

of af

f(a+tv)tj0f()+th ()+tkay()+o(t).

Ainsi, t — f(a + tv) admet un DL a l’ordre 1 en 0, donc
est dérivable en 0, et immédiatement

af of

Duf(@) = hl (a) + k50 (a)

(a) +k

Remarque 2.3.6.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, V f(a) est la
direction selon laquelle croit/décroit le plus vite,
c’est-a-dire la direction de la pente la plus forte.

2.4 Composition, régle de la chaine

(@)+[t] vl e(tv),
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Théoréme 2.4.1 (régle de la chaine).
Soit f : U — R de classe %!, soit I un intervalle
ouvert de R et z,y : I — R de classe €' telles
que z(I) x y(I) C U.

Alors, t — f(z(t),y(t)) est de classe € sur [
et pour tout t € 1

Z (alt), y0) = /(1) 9 (a(1),y(1)
4/ (05 w0,
Démonstration.

Soit to € I. Notons a = (z(to), y(to)). Pour t € I, on note
aussi y(t) = (x(t), y(t))-

Comme f est de classe €, on peut appliquer le théoréme
de développement limité a l'ordre 1. Il existe donc une
fonction € continue en 0, vérifiant £(0,0) = 0 et telle que
pour tout u = (h,k) tel que a+u € U :

af af

Flatu) = Fla) +hEE (@) + k(@) + [l <(w).

On a donc pourt €l :

7)) = F(@) + @)~ 2(t0) 2 (a)

+(y(t) - y<to>>gg<a> + () — all e(+(t) — a).

Comme x et y sont dérivables, on peut écrire leurs dévelop-
pements limités a ’ordre 1. Il existe donc deux fonctions
€1 et €2 de limite nulle en 0 telles que, pour tout t € I,

x(t) — z(to) = (t — to)a' (to) + (t — to)e1(t),
y(t) —y(to) = (t — to)y (to) + (t — to)ea(t).

On a donc

U @y +y )%(a))
+R(1),

ou

af af
05 (a) +s2<t>8y<a)>

+ (@) = alle(v(t) - a).

11 suffit de montrer que R(t) = o(t — to). Comme f est de
of , of

classe €', =~ et == sont bornées au voisinage de 1, et
z

Jy

comme €1 et €2 tendent vers 0, on peut écrire que

505 (@) + 205 @ = o).



De plus, comme x et y sont dérivables en a, par composition
7(t) = ~(to)
t—to

— [l(2'(a), y'(a))|| et donc,

_ y(t) —(to)
I7(t) — all = |t — to Tt ’

= ‘t — to| X 0(1)

= O(t — to)

Par composition, on a £(y(t) — a) = o(1), ce qui permet de
conclure. O

Remarque 2.4.2.

Sous les mémes hypotheéses, notons v : t +—
(x(t),y(t)). Cette fonction ~ est appelée arc de
classe €. La régle de la chaine donne la dérivée

de f suivant l'arc «, et peut s’écrire comme suit :

(f o) (t) = (Vf(v(1),7(t))-

Définition 2.4.3.
Soit f: U — R de classe €. Si z € R, on appelle
ligne de niveau de f d’altitude z la partie

{aeR?| f(a)=2}.

Exemple 2.4.4.
On a tracé dans la figure 4 les lignes de niveau

correspondant & la fonction tracée dans la figure 2.

Exemple 2.4.5.

Vous trouverez dans la figure 5 un exemple de
carte IGN, faisant figurer les lignes de niveau du
terrain. Avec un peu d’habitude, on arrive tres
bien a se représenter le terrain !

Remarque 2.4.6.

La ligne de niveau d’altitude z est donc f~1({z}).

Proposition 2.4.7.
Soit f: U — R, soit v : I — U un arc de classe
€1 tel que (1) est inclus dans une ligne de niveau
de f.

Alors, pour tout ¢t € I, V f((t)) est orthogonal
ay(t).
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FIGURE 4 — Lignes de niveau de f : (z,y) —
(2 + ylo D),

Démonstration.
Immédiat, étant donné que pour tout t € I : (fov)'(t) =
0. O

Remarque 2.4.8.

La propriété précédente est souvent résumée sous
la locution « le gradient de f est orthogonal aux
lignes de niveau de f ». En effet, 7/(t) dirige
la droite tangente a ’arc v au point ~y(t) (voir
figure 6).

En vertu de la remarque 2.3.6, la direction de
plus forte pente est donc orthogonale aux lignes
de niveau.

Le théoreme des fonctions implicites (hors pro-
gramme) permet de montrer que, sous certaines
hypotheses, les lignes de niveau d’une fonction
forment des arcs de classe €.

Théoréme 2.4.9.
Soit U,V deux ouverts de R?, soit f : U — R de
classe €, soit ¢, : V — R de classe € telles
que (V) x (V) C U.

Soit

{ V — R
T\ (o) — flo(u,0), d(u,v))

P
Alors, g est de classe €' sur V et pour tout
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FIGURE 5 — Exemple de carte IGN (source : géoportail).
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FIGURE 6 — Champ de vecteurs de Vf, et lignes
de niveau de f.

(u,v) €V
dg of
5, (1 0) = 5o (2w, 0), 9 (w, 0)) = =(u, 0)
of
+ 5y (Pl ) 9w, )5 (w,0)
dg, . Of 0
5y (V) = 57(p(w,0), ¥(u, v)) 5= (u,v)

Remarque 2.4.10 (a la physicienne).

Les formules précédentes sont quelque peu dif-
ficiles a retenir. En notant x la fonction ¢ et
y la fonction 1, en notant t = (u,v) et a(t) =
(x(t),y(t)), on a alors

d(foa), B _ Of Ox of 0y
Sl (D) = FHa) G0+ S a5 1),




ce que l'on peut (abusivement) écrire

of oy

d(foa) Of0x

ou Oz ou

2.5 Recherche d’extrema

Définition 2.5.1 (extremum global).
Soit @ € U.

1. On dit que a est le lieu d’'un mazimum global
de fsiVue U, f(u) < f(a).

2. On dit que a est le lieu d'un minimum global
de fsiVue U, f(u) > f(a).

3. On dit que a est le lieu d'un extremum global
de f si c’est le lieu d’un minimum ou d’un
maximum global de f.

Remarque 2.5.2.
On dit aussi que f admet un maximum global en
a (idem pour minimum et extremum).

Définition 2.5.3 (extremum local).
Soit @ € U.

1. On dit que a est le lieu d’'un mazimum local
de f s’il existe r > 0 tel que

Vuel, |la—ul <r= f(u) < f(a).

2. On dit que a est le lieu d’un minimum local
de f ¢l existe r > 0 tel que

VueU, |la—ul <r= f(u) > f(a).

3. On dit que a est le lieu d’un extremum local
de f si c’est le lieu d’'un minimum ou d’un
maximum local de f.

Remarque 2.5.4.
On dit aussi que f admet un maximum local en
a (idem pour minimum et extremum).

Remarque 2.5.5.
Tout extremum global est aussi un extremum

local, la réciproque étant bien évidemment fausse.

10
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FIGURE 7 — Représentation d’un point selle.

Définition 2.5.6 (point critique).
Soit f : U — R de classe €', un point critique de
f est un point a € U vérifiant

Vf(a) =(0,0).

Théoréme 2.5.7 (condition du premier ordre).
Soit U C R? un ouvert, soit f : U — R de classe
€1, soit a € U.

Si f admet un extremum local en a, alors a est
un point critique de f.

Démonstration.

Notons a = (zo, yo). Les deux fonctions partielles de f en a
admettent chacune un extremum local en zo/yo, intérieur a
leur ensemble de définition. Elles y admettent donc chacune
un point critique, donc les dérivées partielles de f sont
nulles en a, d’ou le résultat. O

Remarque 2.5.8.
Il est ici primordial que U soit un ouvert.

Ce théoréme ne donne qu’'une condition néces-
saire pour qu'un point soit un extremum local (et
a fortiori global) d’une fonction.

Cette condition n’est pas suffisante, comme on
le peut le voir sur la figure 7.

Exercice 2.5.9.
Soit @ € R*%. On pose f : (z,y) —z+y— (2* +
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y? +ay) et D= {(z,y) €]0,1* , z +y < 1}. 2. Discuter I'existence d’extrema locaux de f

D en fonction de la valeur de a.
1. Représenter D dans le plan. sur L e fonetion de fa valeur ce a

11



