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VI -

K désigne R ou C.

1. Résultats d’analyse

On utilise ici les notions d’analyse vues en ter-
minale : continuité, dérivabilité, intégrales. Elles
seront définies et travaillées ultérieurement.

1.1. Continuité et dérivabilité d'une
fonction a valeurs complexes.

Si on ne le précise pas, I est toujours un inter-
vallede Ret f : I — C.

Définition 1.1.1.
On appelle partie réelle de f la fonction

Re(f) : I — R

z = Re(f(x))

De méme on appelle partie imaginaire de f la
fonction

On peut alors décomposer

Remarque 1.1.2.
Cette définition assure que, de maniere générale,

Re(f(x)) = Re(f)(z) et Im(f(z))=Im(f)(z).

Exemple 1.1.3.

Avec
f R — C ,
z = (24T
on a
Re(f) : R —
x — e%(2cos(xr) —sin(x))
et
m(f) : R — R .
r +— e”(cos(z)+ 2sin(z))
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Définition 1.1.4. 1. On dit que f est continue
(resp. dérivable) en a si Re(f) et Im(f) le sont.
Dans le cas ou f est dérivable, on appelle
dérivée de f en a notée f’(a) le complexe

f'(a) = (Re(f))'(a) + i(Im(f))'(a).

2. On dit que f est continue (resp. dérivable)
sur un intervalle si elle ’est en tout point de
cet intervalle.

3. On note (notations non officielles) ¢'(I,K)
et Z(1,K) 'ensemble des fonctions respec-

tivement continues et dérivables de I dans
K.

Remarque 1.1.5.
Le premier point de la définition précédente assure
que, si f: I — C est dérivable, alors

(Re ) =Re(f’) et (Imf) =Im(f).

Les propriétés usuelles de la dérivée sont vraies
du point de vue complexe.

Proposition 1.1.6.
Soit ACR, f,g: 1 — C.

1. Si A\, pu € C, alors \f + pg est dérivable et
(Af +pg) ="+ g
2. La fonction fg est dérivable et

(f9) =fg+fg.

3. Si g ne s’annule pas, la fonction i est déri-
g

(5) -

vable et

Démonstration.
A chaque fois, décomposer tous les objets selon leurs par-
ties réelles et imaginaires, puis revenir aux définitions en

utilisant les propriétés de la dérivation réelle. O



Pour la composition, on se gardera de dériver
deux fonctions & variable complexe (c’est bien plus
compliqué que de dériver des fonctions a variable

réelle). On dispose cependant du résultat suivant.

Théoréme 1.1.7.

Soit ¢ € 2(I,K). L’application z e () et
dérivable sur I de dérivée l'application z +—
¢ (x)e ™),

Démonstration.
Soit x € I, on a

e ?® = e Re?(@)) (cos(Im(p(z)) + i sin(Im(p(x))).
On a donc
Re (e “"(z)) = ") cog(Im(p(z)),
Im (e “"(z)) = e ®ee@) gin(Im(p(a)).
Ces deux expressions sont bien dérivables, par opérations

sur les fonctions dérivables, donc e est bien dérivable.
De plus,

d

dz

Il suffit ensuite de dériver les produits :

(e RE(w)(z)) _ Re(tp'(m)) « o Rele (@)

3 (Re (e71)) = Re('(2))e ™ cos(Im(p(a))

— Im(¢' (z))e "7 sin(Im(p())).
et

2 (1m (e7)) = Re(' (@)™ sin(Tm(ip(x)

+Im(i' (2))e "1 cos(Im(p(2))).

Il suffit enfin de vérifier que

d d
P (Re (e w(w))) + i@ (Im (e W(x))) = ¢/ (x)e?™,

O

Exemple 1.1.8.
Dériver la fonction de I'exemple 1.1.3.

Définition 1.1.9 (Dérivées successives.).
On définit par récurrence les dérivées successives
d’une fonction f : I — C.
_ f(O) = f.
— Si f est dérivable, f() = f.
— Pour tout entier naturel n, si (™) est définie
et est dérivable, alors on définit (1) =

G
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Remarque 1.1.10.
On notera souvent f” au lieu de ), un peu plus
rarement f” au lieu de f©).

Les physiciens utilisent souvent les notations f,
f et f pour indiquer des dérivées successives par
rapport a la variable temps.

Définition 1.1.11. 1. On note €'(I,K) l'en-
semble des fonctions continuement dérivables
sur I, i.e. 'ensemble des fonctions dérivables,
dont la dérivée est continue :

CHLK)={fe2(I,K)| f €€(,K)}.

2. Sin € N, on note 2"(I,K) I’ensemble des
fonctions n fois dérivables sur I : ce sont les
fonctions f telles que f(™ est définie.

3. Sin € N, on note aussi " (I, K) 'ensemble
des fonctions n fois continuement dérivables
sur I, i.e. 'ensemble des fonctions n fois
dérivables, dont la dérivée n® est continue :

¢"(I,K) = { f € 2"(I,K) ) f™ e 6(1,K) }.

4. On note €°°(I,K) I’ensemble des fonctions
infiniment dérivables : c’est I'intersection

) "1, K).

neN

A On ne dérive ici que des fonctions d’une
variable réelle.

Remarque 1.1.12.
Si f est dans €™(I,K), on dit que f est de classe
€™ sur 1.

1.2. Primitives.

Si on ne le précise pas, I est toujours un inter-
vallede Ret f : T — K.



Définition 1.2.1.
Soit A C R, soit f: A—Ket F': A— K. On dit
que F' est UNE primitive de f si F' est dérivable
sur A etsi F' = f.

Théoréeme 1.2.2.
Soit I un intervalle de R, soit f : I — K dérivable.
La fonction f est constante si et seulement si

Vz eI, f'(x) =0.

A L’hypothese fondamentale est ici que 1

est un intervalle.

Exercice 1.2.3.
Proposer un contre-exemple au théoreme précé-
dent dans le cas ou I n’est pas un intervalle.

Corollaire 1.2.4.
Toutes les primitives d’une méme fonction sur
un intervalle different d’'une constante, et quand
cette constante parcourt K, on obtient toutes les
primitives.

Autrement dit, I est un intervalle de R et si
F : I — K est une primitive de f : I — K,
I’ensemble de toutes les primitives de f est

{F+A|AeK}.

A L’hypothese fondamentale est ici que

I’on se place sur un intervalle.

Démonstration.
Soit F' et G deux primitives d’'une méme application sur
un intervalle.

Alors, F' = G’, donc (F — G)’ est nulle sur cet inter-
valle, donc F' — G est constante sur cet intervalle. Donc
toutes les primitives d’une méme application difféerent d’une
constante.

Réciproquement, si F' est une primitive de f, il est
aisé de voir que F' 4+ X est une primitive de f pour tout
rekK. O
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Exercice 1.2.5.
Déterminer ’ensemble des primitives de la fonc-
tion inverse, définie sur R*.

A Il convient de connaitre toutes les pri-
mitives du formulaire.

1.3. Intégration de fonctions complexes.

Définition 1.3.1.
Soit I un intervalle de R, a,b e I et f € €(I,C).
On appelle intégrale de f sur [a,b] le complexe

b b
/a Re(f)(t) dt + i / Tm(f)(t) dt,

noté /abf(t) dt ou /abf.

b
A Pour pouvoir calculer / f, f doit étre

a
définie au moins sur [a,b]. C'est assuré si f : [ —
C, avec I un intervalle et a,b € I.

Remarque 1.3.2.
Cette définition assure que, si f : I — C et si

a,bel,
Re (/:f> = [ rets
Im (/jf) :/ablm(f).

Exemple 1.3.3.
2 .
/ (1+4)e*dx =0.
0

et

Proposition 1.3.4.
Soit I un intervalle de R, a,b € I, f,g: I — C
continues et A, u € C. Alors,

/Clb(Aerug):A/aberu/abg-



Démonstration.

C’est connu quand f, g, A, u sont réels. Il suffit de décompo-
ser selon les parties réelles et imaginaires, puis de calculer.
Pour alléger le calcul, on pourra traiter séparément le cas
de la somme de celui du produit par un complexe. O

A L’interprétation en terme d’aire ne veut
rien dire pour une fonction a valeurs complexes.
Cela dit, comme pour les fonctions réelles, on peut
calculer des intégrales par primitivation, ce qui
est exprimé dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.5 (Théoreme fondamental du cal-
cul intégral).
Soit I un intervalle de R, f € €(I,K) et a € I.

I — K

1. La fonction . / £t dt est une
a

primitive de f.
2. Soit A € K. La fonction

F: I — K
z A+/mﬂ0&

est la seule primitive de f telle que F(a) = A.

Corollaire 1.3.6.
Soit I un intervalle de R, f € €(I,K), a,b € I et
F' une primitive de f sur I. Alors,

ff:ﬂm—n@

Exemple 1.3.7.
Refaire le calcul de 'exemple 1.3.3 en primitivant
directement.

Notation 1.3.8.
On note f(t) dt une primitive « générique »

de la fonction f, c’est-a-dire faisant abstraction
d’une quelconque constante d’intégration.
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Exemple 1.3.9.
On pourra écrire

/x cos(t) dt = sin(x).

On remarquera que le « = » n’a ici pas le role
qu’on lui attribue habituellement : on aurait pu
tout aussi bien écrire

/ cos(t) dt = sin(x) + 42,

sans pour autant signifier que 42 = 0. Pour plus de
détails, on se référera au chapitre sur les relations
d’équivalences.

Exercice 1.3.10.
Soient a et b deux réels. Calculer les primitives
de x — e cos(bx) et celles de x — e sin(bx).

1.4. Méthodes de calcul.

On donne ici les deux outils permettant de
calculer 'immense majorité des intégrales que
vous rencontrerez dans vos deux années de prépa.
Ils sont & maitriser parfaitement.

a. Intégration par parties.

Théoréme 1.4.1.
Soit I un intervalle de R, u,v € €*(I,K) et a,b €

1. Alors,
b b
/ w'v = [uv]’ —/ v’
a a

Démonstration.
Puisque u, v sont de classe €', (uv)’ = w'v 4+ uv’ est conti-
nue, donc par le théoréme fondamental du calcul intégral

b b b b
[uv]Z:/ (uv)/:/ u/v—|—uv':/ ulv—&-/ wv'.
O

Exemple 1.4.2 (Grands classiques).
Toutes ces exemples se résolvent par intégration
par parties.



e Trouver une primitive de In.

e Trouver une primitive de Arctan.

e Trouver une primitive du produit d’'un polynéme
et d’une exponentielle.

e Trouver une primitive du produit d’une fonction
trigonométrique et d’'une exponentielle.

e Trouver une primitive du produit d’'un polynéme
et d’une fonction trigonométrique.

Exercice 1.4.3.
Déterminer des primitives des fonctions sui-
vantes : z — (22 4 1)e?®, x > cos(z)e?®, z —

.T2 COS T.

b. Changement de variables.

Théoréme 1.4.4.
Soit I,J deux intervalles de R, a,b € I, ¢ €
EI,R) et f € €°(J,R)

On suppose que ¢(I) C J. Alors,

©(b) v
| @ = [0 (fon v
»(a) a

On dit que l'on a effectué le changement de va-
riable « = @(t) ».

Remarque 1.4.5.
Moyen mnémotechnique : on écrit « z = (t) »
(au brouillon seulement ') Alors dz = ¢/(t) dt,

donc / flz)dx = / fle t) dt. Reste le pro-

bléme des bornes. Quand t va de aab, x=pt)
va de p(a) a ¢(b). Et voila ...

Démonstration.
f est continue sur I, donc y admet une primitive F'. Ainsi,
F est €', comme ¢ € €'. On voit que F o ¢ est €', et
(Fop) =¢ - foqp est continue.

On déduit alors le résultat du théoreme fondamental
(utilisé deux fois) :

»(b) ®)
/ Ftyat = [FIFY)
w(a)
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Remarque 1.4.6.

Les seuls changements de variables que 'on se
permettra de ne pas justifier sont ceux affines (on
les signalera quand méme !).

Exemple 1.4.7.

2 2
Calculons l'aire de l'ellipse d’équation — + :Z—Q =1
a

(voir figure 1).

FIGURE 1 — Ellipse de demi-axes a et b.

Le quart supérieur droit de cette ellipse peut

2
étre paramétré par (a:, by\[1— l‘2> , = allant de
a
a 1.2
0 & a. On calcule donc I = / by/1— —Qdm.
0 a

On effectue le changement de variable x =
acosf :

2
— la fonction f:[0,a] = R,z +— (/1 — % est
continue,
— la fonction ¢ : [0,7/2],0 — acos@ est de
classe ¢! et a valeurs dans [0, al,
— ona ¢ :0— —asinb,
— ¢(0) =a et p(r/2) = 0.

Remarquons que le sinus est positif sur [0, 7/2],



et si 0 € [0,7/2], f(p(0)) = [sinf|. On obtient :

0
I= —ab/ |sin 0| sin 6
w/2

0
= —ab sin? 0 do

/2
T/2 1 _
_ ab/ 1 — cos(260) 49
0 2
1 b1 /2
= Zﬂ'ab — % |:2 Sll’l(29):|0
1
= ZTrab.

L’aire de D’ellipse est donc mwab.

Exemple 1.4.8.
En posant z = /¢, on a

3 dt 31 1

AL L W

1 VE+ Vi3 1L 14+VE 2VE
2 1 d
N v

=2 [Arctan(m)]‘/g

r=1

Proposition 1.4.9.
Soit f : R — R une application continue.

1. Si f est paire et a € R alors

“rwdi=2 [ f@ydr— Q/af(t) dt.
» » a

2. Si f est impaire et a € R alors
a
f()dt=0
—a

et
Oa F(t)dt = — /0 £(t) dt.

3. Soit a € R et T > 0, si f est T-périodique,

alors

/OT F(t)dt = /QHT £(t) dt.
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Démonstration. 1. On considere / f(t) dt et on pose
0

T = —t.
Ainsi,

/Oaf(t)dt—/oa —f(—a)de
:—/Oiaf(m)dx
o

2. Comme le point précédent avec

/Oaf(t)dt:/o_a—f(—m)dm
:/()7Ef(m)dx
_/if(x)dm.

3. On peut commencer d regarder d partir d’un dessin,
dans le cas ou —T < a < 0.

On a :

/GM F(t)dt = /ao Ft)dt + /OHTf(t) dt

Or par changement de variable x =t 4+ 7', on obtient

/ fit)ydt = f(x)dz.
a a+T

On en déduit que

a+T T a+T
/ fydt = f(t)dt+/ F(t)dt

T
= /0 : F(t)dt.

On peut remarquer que ’hypothése =T < a < 0 qui
a nourri notre intuition ne joue en fait aucun réle :
elle n’est utilisée nulle part dans la démonstration.

Nous avons donc le résultat attendu.

O

1.5. Primitiveslde fonctions de la forme

rhr— —
ax?+bxr+c

1
Soit a,b,c e R,a#0,et f :x+—> —————.
0 Y # ) f ' a:L'Q + bx + c
Le programme demande de savoir calculer une
primitive de f & ce stade de ’année. Mais nous
reverrons cela dans le chapitre sur les fractions



rationnelles.
Pour simplifier, quitte a diviser par a, on peut
toujours se ramener au cas ol ¢ = 1. Ainsi on

considere f : x — . Posons A = b? —
4c.

Il s’agit de distinguer trois cas :

24+ bx+c

a. A>0

Le polynéme X2 4+ bX + ¢ a donc deux
racines réelles distinctes a et 3, et f(z) =

1
——— . 1l s’agit alors de remarquer
(z —a)(z - p)
f(z) ! ( ! ! ) Et d
e = — . onc
dau . a—FB\z—a x-p
directement, une primitive de f est x +—
1 | Tr— o
n .
a—p lx—p
b. A=0

Le polynéme X? + bX + ¢ a donc une racine
double réelle o et 3, et f(x) = (
7 —

plus directement, une primitive de f est x —

5 Encore
o

T—a

c. A<O

C’est le cas le plus compliqué. Ici, b — 4¢ < 0.
1

On écrit al = — =
n écri 1aors f(x) P

(z+b/2)%2+ 1(4c — b?)’

On pose alors § = y/1(4c — b?), qui existe bien

1
car A < 0. Donc f(z) = CE e dont

a:+5b/2>.

1
une primitive est x — 5 arctan (

Remarque 1.5.1.

Ces formules ne sont en aucun cas a apprendre
par cceur, mais il convient de savoir mener ces
calculs sur des exemples concrets.
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2. Généralités sur les équations
différentielles linéaires.

2.1. Cadre.

— On s’intéressera a des équations différen-
tielles dont les solutions sont & valeurs dans
K, avec K=R ou K = C.

— On considérera I un intervalle ouvert de R.

— On s’intéressera uniquement a des équations
différentielles linéaires.

Définition 2.1.1 (Equation différentielle li-
néaire).
Soit n un entier naturel non nul, et ag,. . .,a,—1 et
b des applications continues de I dans K, alors
— On appelle équation différentielle linéaire
d’ordre n 1’équation de variable y

y™ +an 1 (0)y" D + .
+a1(t)y +ao(t)y = b(t). (&)

— Une solution de cette équation est une ap-
plication f : I — K n fois dérivable sur [
vérifiant : pour tout ¢ € I,

FO @) + ana () F" V(@) + ...
+ a1 () (1) + ao(t) £ (2) = b(e)-

— L’équation (&) est dite homogéne si b est la
fonction nulle (b = Okr).
— L’équation homogéne associée a (&) est

Y™+ an_ @)y 4+
+a1(t)y +ap(t)y =0. ()

Remarque 2.1.2.
Nous ne nous intéresserons pas dans le reste de
ce chapitre au cas plus général d’une équation

an(®)y™ + an_1()y" Y + ...
+ar(t)y' +ao(t)y =0d(t) (&)

oll on a également affecté y(™ d’un coefficient
an(t).



En effet

— Si a, ne s’annule pas, il suffit de diviser
cette équation par a,(t) pour se ramener au
cas étudié ici.

— Si a,, s’annule, il est difficile de donner des
résultats généraux. En pratique, si on ren-
contre une telle équation ou a,, s’annule, on
cherchera en général les solutions sur les
intervalles ou a, ne s’annule pas et on re-
gardera au cas par cas comment recoller les
solutions aux points ou a,, s’annule.

Définition 2.1.3 (Probléme de Cauchy).
Soit
— tg el
— Y0, - -yYn—1 des éléments de K
La recherche des solutions f de (&) vérifiant les
conditions initiales suivantes

f(to) =vo
et f'(to) = m

et f™ D (tg) = yn1

est appelé probleme de Cauchy linéaire d’ordre n

Exemple 2.1.4.

En physique les déplacement d’un mobile sont
régis par 1’équation de la dynamique reliant la
dérivée seconde de la position et les forces qui
s’appliquent au mobile, qui dépendent en général
de sa position et ou de sa vitesse. Il s’agit donc
d’une équation différentielle d’ordre 2.1 11 est rai-
sonnable de penser que le probléeme de Cauchy a
alors une unique solution : une position initiale
et une vitesse initiale étant données, une seule
trajectoire est possible.

2.2. Structure de I'ensemble des solutions.

1. En général linéaire dans les problémes de prépa mais
dans la vraie vie c’est parfois plus compliqué.

VI - EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Théoréme 2.2.1 (Structure des solutions).
Soit
—neN
— (&) une équation différentielle linéaire
d’ordre n, d’ensemble de solutions Sg
— () léquation homogene associée, d’en-
semble de solutions S »
Alors

1. S c €"(I,K)

2. 07 € S,y et S est stable par combinaisons
linéaires.

3. Pour tout yp € S¢ fixé, on a
Se={yo+ylyeSr}.

4. En particulier, Sg est ’ensemble vide ou un
singleton ou un ensemble infini.

Démonstration.
Sous les hypotheéses de ’énoncé :

1. Toute solution f est nécessairement n fois dérivable
et pour tout t € I,

FO) =b(t) — ana () F (@) — .
—a1(t)f'(t) — ao(t) f(t).

Or b, an—1, f("_l), ..., ao, f sont des applications

continues. Donc f() est continue, donc f € €™ (I, K).
2. L’application nulle est une solution triviale de Sz,

donc S est non vide.

Pour toute application f n fois dérivable et tout ¢t € I,

notons 1y (t) le scalaire

SO + ana () V) +
+ a1 (t) f'(t) + ao(t) f(t).

Onaalors f € Sy <= Vte€l 9(t) =0 (ou, de
fagon plus concise : f € Sy < vy = Og1).
Soit alors f et g deux applications n fois dérivables de
I dans K et A\ et pu deux éléments de K. Alors \f + ug
est évidemment n fois dérivable. Et pour tout ¢t € I,
on a Yxrypug(t) = Mpr(t) + ptbg(t) (autrement dit
Yxfrug = A5 + pibg).
En particulier, si f et g sont solutions de ’équation
homogene, on a ¥y =0 et ¢y = 0, donc Yxp4,g =0
donc Af + pug € Se.

3. Soit yo € Sg fixé. On a donc, pour tout ¢t € I,
Yo (t) = b(t)



Soit alors f : I — K une application n fois dérivable.

On a

fE€Sse <= Yy=0b
— =y,
= Yroyo =0
<~ f—yo € Sw

Donc pour tout f € Sg, f s’écrit sous la forme yo +y
ouy € Sy. Donc Sg C{yo—|—y|y€S;f}.
Réciproquement, pour tout y € Scq, 'application f
définie par f = yo +y est n fois dérivable et f —yo €
Sy, donc f € Sg. Donc {yo+y |y € Sw } C Se.
On a donc bien Se ={yo+y |y € Sowr }.

4. On sait que Sz n’est pas vide puisqu’il contient au
moins ’application nulle. Supposons qu’il contienne
au moins une autre application f. Alors pour tout
A € K, Af appartient également a S . Donc ou bien
S est réduit & un élément, ou bien il est infini.
D’apres le point précédent, si Sg posséde au moins
un élément yo, ona Se ={yo+y |y € Sz }. Donc
Yy — Yo + y est une bijection de S sur Sg, donc
Sg est ou bien réduit & un élément (yo) ou bien est
infini.

Donc ou bien Sg est vide, ou il est réduit a un élément,
ou il est infini.

O

Remarque 2.2.2.

Nous retrouvons ici le méme type de structure
de I’ensemble des solutions que dans le cas des
systemes linéaires. Ce n’est pas une coincidence
un méme type de structure algébrique se cache
derriere (les espaces vectoriels et affines) !

Exemple 2.2.3.
Il a été vu en terminale (et nous redémontrerons
bientot) qu'il existe une seule fonction y: R — R
solution de ' — y = 0 et vérifiant y(0) = 1.

On en déduit que I'ensemble des solutions de
I’équation ' —y = 0 est

| CeR } .

Exercice 2.2.4.
Déterminer toutes les solutions du probleme de
Cauchy v —y = 0 et y(0) = 42.

R - R
z +— Ce®
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Théoréme 2.2.5 (Principe de superposition).
Soit m un entier, ag,...,an—1, b1, bo des applica-
tions continues de I dans K et (A1, \2) € K2
Notons a, la fonction constante égale a 1. On
considere les équations

> aiy® = by, (61)
=0
> aiy = by, (&2)
=0
Z aiy(i) = A1b1 + Aobo. (éa)

1=0

Alors pour toute solution y; de & et toute solution
yo de &2, A\1y1 + A2ys est une solution de &.

Démonstration.

On reprend les notations de la démonstration de la proposi-
tion 2.2.1. Soit y1 et y2 des solutions respectives de &1 et &2.
Ona vy, = b1 et ty, = b2. Or Y, ys 42500 = MWy, T A2¢y,.
Donc w/\1y1+)\2y2 = A1b1 + A2bs. O

Théoréme 2.2.6 (Solutions du probléme de Cau-
chy linéaire).

Soit n un entier naturel et & une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre n. Alors, pour tout choix
des conditions initiales, le probleme de Cauchy
linéaire d’ordre n admet une unique solution.

Remarque 2.2.7.
Ce théoreme est hors-programme dans le cas géné-
ral. Sa démonstration dans le cas général requiert
en effet des outils d’analyse que nous n’avons pas
encore a notre disposition.

En revanche, dans les casn = 1 et n = 2, le
résultat est au programme et sera démontré.

Remarque 2.2.8.

Le théoreme précédent implique que par chaque
point de I x R, il passe une et une seule courbe
solution. Les courbes solutions partitionnent donc
I x R. Un exemple est donné dans la figure 2.



FIGURE 2 — Courbes solutions de 1’équation 3’ +
y = —, représentées sur ]0,2] x
x

~1,9].

3. Equations linéaires du premier
ordre.

3.1. Résolution de I’équation homogene.

Théoréeme 3.1.1.
Soit A une primitive de a sur I. Soit a € €°(I,K).
Alors, ’ensemble des solutions de 1’équation ho-

mogene iy + ay = 0 est
‘KGK}.

|

Si de plus une condition initiale est fixée, alors
la solution est unique. En particulier si y s’annule
en un point, elle est identiquement nulle.

I — K
t — KeA®

Démonstration.
Toute fonction de la forme ¢ — Ke
(c’est évident, il n’y a qu’a dériver).

A1) et une solution

Réciproquement, soit y une solution. On pose z(t) =
y(t)e A® pour t € I. z est dérivable sur I et pour
tout £, #(t) = ¥ (1eA® + y)A WAV = (1) +
a(t)y(t))e ™ =0, donc z est une constante K.

Une condition initiale y(to) = yo étant donnée, elle est
vérifiée si et seulement si Ke ~4(0) = yq, c’est-a-dire si et

11
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seulement si K = yoe (). Tl y a alors une et une seule
solution : ¢+ yoe A(to)—A(t) -

Remarque 3.1.2.

On dit que I’ensemble des solutions a une struc-
ture de droite vectorielle, de vecteur directeur
t e AW,

Remarque 3.1.3.
Dans le cas ou a est une constante, I’ensemble
des solutions est donc tout simplement S, =

I — K
{ t — Ke @ KEK}'

Exercice 3.1.4.
Déterminer les intervalles de résolution puis ré-
soudre les équations différentielles suivantes.

1.y +y=0

2.y + sy = 0 avec y(1/2) = 1.

1
VvV1—x

Corollaire 3.1.5.
Une solution qui s’annule en un point ne peut
étre que la fonction nulle.

Démonstration.

En effet elle est solution d’un probleme de Cauchy de la
forme y(to) = 0. Or il existe une unique solution a ce
probléme et la fonction nulle est manifestement solution.

O

3.2. Résolution d’une équation avec
second membre.

Remarque 3.2.1.

On a déja vu que si 'on connaissait une solution
7 de I’équation avec second membre, alors on pou-
vait construire toutes les solutions de 1’équation
avec second membre & partir de 'ensemble des
solutions de I’équation homogene.

Dans le cas d’une équation d’ordre un, on dit
que l’ensemble des solutions a une structure de
droite affine, car ’ensemble des solutions est ’en-
semble des § + y pour y parcourant une droite
vectorielle.



Théoréme 3.2.2.
Soit a et b deux applications continues de I dans
C, et A une primitive de a.

Alors le probléme de Cauchy 4 + ay = b et
y(to) = yo admet une unique solution

I —» K

t o A-Ay, 1 o=A0 " o A1) du
to

Remarque 3.2.3.
L’unicité est aisée a démontrer : si on dispose de
deux solutions de ce probleme, leur différence est
une solution de I’équation homogene du probleme
s’annulant en ¢y, c’est donc 'application nulle.
On peut également assez directement montrer
que 'application donnée est solution par calcul.
Nous donnons cependant ci-dessous une autre
démonstration qui a 'avantage de permettre de re-
trouver la formule. Cette méthode est & connaitre
et s’appelle la méthode de la variation de la
constante.

Lemme 3.2.4.
Soit h : I — C ne s’annulant pas. Alors, pour tout
y : I — C, il existe une unique fonction C' : I — C
telle que y = Ch.

De plus, si h est dérivable, alors y est dérivable
si et seulement si C' Iest.

Démonstration.
C’est élémentaire : y = Ch si et seulement si C = %

On obtient la dérivabilité de C' ou de y par opérations
usuelles sur les fonctions dérivables. O

Démonstration (Théoréme 3.2.2).
Notons & I’équation 3’ +ay = b, () ’équation homogene
associée, Sg et Sz les ensembles de solutions respectifs
de ces deux équations et S ’ensemble des solutions du
probléme de Cauchy y' + ay = b et y(to) = yo.

On sait que yue : t — e~ est une solution de 52 qui
ne s’annule jamais.

D’apres le lemme 3.2.4, toute fonction y : I — K déri-
vable est de la forme Cyse, avec C' : [ — K dérivable..

Soit donc une fonction C : I — K est une application
dérivable, posons y = Cyx. La fonction y est dérivable
comme produit de fonctions dérivables.

12
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Soit alors t € I. On a

¥ +ay = C'yse + Cyw + aCyse
=C'yse + C(Yo + ayw).
Or y» est solution de (4#), donc ¥’ + ays = 0. Donc y
est solution de & si et seulement si C'y» = b, c’est-a-dire
si et seulement si C” est 'application t — e 2(b(t), c’est-a-
dire si et seulement si C' est une primitive de t — e *()b(t),
i.e. si et seulement s’il existe A € K tel que

¢
C:t|—>)\+/ e 2 p(w) du.

to

Soit A € K et

t
y it e A0 +e—A“>/ e A p(u) du.

to

Remarque : On vient donc de prendre une solution quel-
conque de (J7).

Alors, y est solution du probléme de Cauchy (y'+ay = b
et y(to) = yo) si et seulement si y(to) = yo, donc si et
seulement si A = yoe A(t“), c’est-a-dire si et seulement si y
est I’application

t
t—e A(t")_A(t)yo +e AW / e A(“)b(u) du.

to

3.3. Résolution pratique.
a. Schéma de résolution (a connaitre !).

On effectuera toujours les actions suivantes,
dans l'ordre.

1. Déterminer I.
2. Résoudre (Ep).

3. Trouver une solution dite particuliére (solu-
tion évidente, second membre d’une forme
particuliere ou méthode de variation de la
constante).

4. S’occuper éventuellement des conditions ini-
tiales.

5. Donner la solution, ou ’ensemble des solu-
tions.

Remarque 3.3.1.

On ne vous demande jamais que de trouver une
solution particuliere : faites le plus simplement
possible ! Si vous ne voyez pas de solution évi-
dente, la méthode de la variation de la constante



est assez efficace et vous permet de retrouver la
formule générale (une erreur est vite arrivée !). Il
est permis de chercher une solution particuliere
au brouillon puis de ’exhiber sur sa copie, en jus-
tifiant qu’elle vérifie bien les conditions imposées.

Exemple 3.3.2.

On résout l'équation ' +y = e?*

sur R. Ses

1
solutions sont les x — ge 2 L Ke™® avec K € K.

Exercice 3.3.3.
Résoudre le probléme de Cauchy :

y — L =al(), y(1)=2.
X

4. Equations différentielles du
second ordre a coefficients
constants.

4.1. Définitions.

Une équation différentielle linéaire du second
ordre est une équation de la forme y” +ay/+ By =
d ou a, B et d sont des applications continues,
d’inconnue y : I — K deux fois dérivable sur I.

Dans la suite de ce chapitre, on ne s’intéressera
qu’au cas ou « et 8 sont des constantes. Plus
généralement, on s’intéressera aux équations de
la forme ay” + by’ + cy = d, ol a, b, ¢ sont des
constantes de K avec a # 0 et d € € (I,K), d’'in-
connue y : I — K deux fois dérivable sur I. d est
appelé le second membre de cette équation. On
dit qu’elle est homogene si son second membre
est nul. On appelle équation homogéne associée a
ay” + by’ + cy = d I'équation ay” + by’ + cy = 0.

4.2. Résolution d’'une équation homogene.

On considere ici I’équation homogene définie
sur R

ay” + by’ +cy = 0. (A)

Lemme 4.2.1.
Soit r € K, la fonction ¥, : t — e est solution
de (A7) si et seulement si ar? + br +c = 0.

VI - EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
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Démonstration.

yr est dérivable et y,. = ry,. Donc y, est deux fois dérivable
"

ety = r?y,. On a donc ay) + by, + cy, = (ar® +br + c)ys.
On conclut en remarquant que y, ne s’annule jamais. [J

Définition 4.2.2 (Equation et polyndme carac-
téristique).
L’équation caractéristique de (J#) est I’équation

ar’ +br+c=0. (EC)

Le polynéme caractéristique de () est

aX?+bX +ec.

Théoréme 4.2.3 (Solutions complexes de (J)).
Soit a,b,c € C, avec a # 0.

1. Si (EC) a deux solutions complexes distinctes
r1,72, alors les solutions complexes de ()
sont les applications de la forme

R —» C
t — )\e”t—l—,ue”t

pour (\,pu) € C2.

2. Si (EC) a une unique solution complexe 7,
alors les solutions complexes de () sont les
applications de la forme

R —- C
t = (Mt+pe™

pour (\,pu) € C2.

Démonstration.

Soit r une solution complexe de (EC), on sait d’apres le
lemme 4.2.1 que ¥, : t = e"" est une solution de (7). De
plus, y, ne s’annule jamais.

On peut donc mettre en ceuvre la méthode de la varia-
tion de la constante. En effet, pour toute fonctiony : R — C
deux fois dérivable, il existe K : R — C deux fois dérivable
telle que y = Ky, (poser K = y/yr).

Soit donc K : R — C deux fois dérivable, posons y =
Ky,. La fonction y est deux fois dérivable, par produit.
On a alors, comme y,. = ry;,.

Y =K'y + Ky, = (K +rK)y,.



Le méme type de calcul donne
y' = (K" +2rK' + rzK)yr.

On a alors

ay”' +by +cy = [aK" + (2ar + b)K' + (ar® + br + c)K] Yr-

Ainsi, comme r est solution de (EC), on a ar? +br +c¢ = 0,
donc

ay” + by +cy = (aK" + (2ar + b)K')y.

Comme y, ne s’annule jamais, ay” + by’ + cy = 0 si et
seulement si

aK" + (2ar + b)K' = 0.

Remarquons que 2ar + b = 0 si et seulement si r = 5’
i.e. si et seulement si (EC) posséde une unique solution
complexe : 7.

e Si (EC) posséde une unique solution complexe, alors y est
solution de () si et seulement si K"/ = 0. En primitivant
deux fois, on obtient directement que c’est équivalent &
« K est une fonction affine », d’ou le résultat dans ce cas
la.

e Supposons maintenant que (EC) posséde deux solutions
complexes distinctes, notons r’ la seconde solution. On peut

b
tout de suite remarquer que r 4+ 7’ = ——. Remarquons
a

aussi que I'équation aK" + (2ar + b)K' = 0 équivaut a
I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 portant sur K’ :

(K'Y + (27" + S)K' =0.

Ainsi, y est solution de (J¢) si et seulement s’il existe
a € C tel que

K':t— aexp [—(27’—}— g)t} .

En primitivant ceci, y est solution de (J¢) si et seulement
s'il existe B, € C tel que

K :t— Bexp [—(27‘—%2)4 + 7.

Ainsi, y est solution de (J¢) si et seulement s’il existe
B,v € C tel que

Yyt (,Bexp [f(2r+g)t} +w) xe™,

Apres simplification, y est solution de (J€) si et seulement
s'il existe 3,y € C tel que

yites Be” e
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Exemple 4.2.4.
L’ensemble des solutions complexes de 3" +y =0
est

{R—> C

r = e 4 pe® |)\”UGC}'

Par les formules d’Euler, c’est aussi

R — C \pueC
x +— Asin(z) + pcos () & '

Théoréme 4.2.5 (Solutions réelles de (J7)).
Soit a, b, c € R, avec a # 0.

1. Si (EC) a deux solutions réelles distinctes
r1, 72, alors les solutions réelles de () sont
les applications de la forme

R - R
t = de™ 4 pem?

pour (A, 1) € R2.

2. Si (EC) a une unique solution réelle r, alors
les solutions réelles de () sont les applica-
tions de la forme

R - R
t = (AMt+pe™

pour (\, ) € R

3. Si (EC) a deux solutions complexes conju-
guées distinctes, que ’on note « + iw avec
a,w € R, alors les solutions réelles de (J¢)
sont les applications de la forme

R - R
t + Acos(wt)e® + psin(wt)e™
pour (\, ) € R,

Ce sont aussi exactement les applications de
la forme

R - R
t — Acos(wt+ e

pour A € R et ¢ €] — , 7).



Lemme 4.2.6.

Soit a,w € R, avec w # 0. Les deux ensembles de
fonctions exposés au point 3. du théoreme 4.2.5
sont égaux.

Démonstration.
Soit A € Ry et ¢ €] —m, ], soit
f R — R
’ t > Acos(wt+ p)e®

Par les formules d’addition, si t € R,
F(t) = Acos(p) cos(wt)e ** — Asin(ip) sin(wt)e **,

donc f est bien de la premiére forme.
Réciproquement, soit A\, u € R. Si A = p = 0, il suffit
de prendre A = 0 et ¢ quelconque. Sinon, posons A =

A2+ p? et p € —m,m tel que cosp = ———— et
/)\2+,LL2
i

e

Acos(wt) + psin(wt)

A o .
=1/ A2 + p?| ———— cos(wt) + —— sin(wt
V ( s o) + i ))

=A(cos(wt) cos(p) — sin(wt) sin(p))
=A cos(wt + ¢).

sinp = — . Alors,

O

Démonstration (Théoréme 4.2.5).
e Les cas ou (EC) admet une ou deux solutions réelles se
traitent exactement comme le cas complexe.
e Supposons donc que (EC) admette deux solutions com-
plexes conjuguées distinctes atiw. On raisonne par analyse-
synthese.

Analyse : Soit y : R — R solution de (7). Alors y est
solution complexe de (), donc il existe A, u € C tels que

(a+iw) (a—iw)t

y:t— e b4 e

Or y(0) = XA+ w est réel donc A + p € R, donc Im(\) =
—Im(p).
De méme y(7/(2w)) € R, donc

™ . am
(E) 0o ) o3
donc Re(\) = Re(u).
Ainsi, p = A

Soit p € RT et ¢ €] — 7, 7] tels que A = pe™. Sit € R,
alors
y(t) = 2pcos(wt + @)e ™.

Ainsi, y est de la forme demandée.
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Syntheése : Soit A\, u € R et

J R — R
Y"1 t — Xcos(wt)e® + psin(wt)e
D’apres le théoreme de structure des solutions homogene

(2.2.1 — une combinaison linéaire de solutions homogenes
est solution homogene), il suffit de montrer que

J R — R
1 t +—— cos(wt)e®
et
J R — R
52 t +—— sin(wt)e®

sont solution de (). Or, si t € R, par les formules d’Euler,
1 i 1 i
Sl(t) _ ie((,H»Lw)t + §e(a7uu)t‘

(atiw)t

(a—iw)t

D’apres le théoreme 4.2.3, t +— e ett—e
sont solutions de (), donc s1 aussi. On effectue le méme
raisonnement pour ssz. O

Remarque 4.2.7.

Dans tous les cas, les solutions sont les combi-
naisons linéaires de deux solutions linéairement
indépendantes. On dit que cet ensemble a une
structure de plan vectoriel.

Exemple 4.2.8. 1. Les solutions complexes de
y" +vy' +2y = 0 sont les fonctions de la forme

—1—iV7 —14+iV7
tde” 2 f4pe 2t
1 —iVT T
:e2t<)\e 2 t—i—,ue 2t>
avec A\, u € C.

2. La solution du probléme de Cauchy y” +21/ +
y =0, avec y(1) = 1, ¥'(1) = 0 est la fonction
ts telt,

Théoréme 4.2.9.

Le probleme de Cauchy ay” + by’ + cy = 0 et
y(to) = yo et y'(to) = yi, admet une unique solu-
tion.

Démonstration.

(hors programme) Nous traitons ici le cas ot on cherche
une solution a valeurs complexes et ou le polynéme ca-
ractéristique a deux racines distinctes r1 et r2. Alors les
solutions de I’équation différentielle considérées sont les
applications y de la forme t — Xe™* + pe™" ot A et u



sont deux complexes. On a y(to) = Ae 0 + e et
y'(to) = Arie ™0 4 prqpe 2%,

Pour montrer que le probleme de Cauchy admet une
unique solution, il suffit de montrer que le systéme

rit roto
e "0 4 e =10
r1t rot /

d’inconnues A et u admet une unique solution.

On peut s’en assurer par le calcul, ou on peut simplement
remarquer que pour que ce systéme admette une unique
solution, il suffit que ’équation

eT1to e "2to Yo
) o (sorn) = (3

admette une unique solution.
er1to
r1€ rito

forment une base de R2. 11 suffit de vérifier

Pour cela, il suffit de montrer que les vecteurs (
roto
%€ rato

qu’ils sont linéairement indépendants, ce qui est le cas
puisque leur déterminant vaut e "1*0pye 290 — p e 1t0g m2t0
qui est égal & (ro —r1)e (ri+72)t0 qui est non nul puisque
™1 7& T2. D

4.3. Résolution d’une équation avec
second membre.

Théoréme 4.3.1.

Si I'on connait une solution g de 1’équation
avec second membre alors on en connailt toutes
les solutions I’ensemble S des solutions
de l’équation avec second membre est S =

{ya +79|lyw € Su}.

Remarque 4.3.2.

On a déja vu que si 'on connaissait une solution
de ’équation § avec second membre, alors on pou-
vait construire toutes les solutions de 1’équation
avec second membre a partir de ’ensemble des
solutions de I’équation homogene.

Dans le cas d’une équation d’ordre deux a coef-
ficients constants, on dit que ’ensemble des solu-
tions a une structure de plan affine, car I’ensemble
des solutions est I’ensemble des § + y pour y par-
courant un plan vectoriel.

4.4. Seconds membres particuliers

Nous avons déja vu comment trouver une
solution particuliére a une équation différentielle

VI - EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
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linéaire d’ordre 1.

Cependant, quand le
d’une certaine forme et que ’équation est
a coefficients constants, il existe une autre
méthode. Notons que cette seconde méthode
n’est pas plus rapide ni plus efficace que la
méthode de variation de la constante. Elle a
par contre le mérite de pouvoir étre utilisée
pour des équations d’ordre 2 présentant les
mémes caractéristiques : coefficients constants et
second membre de ces mémes formes particulieres.

second membre est

On considére une équation (&) de la forme
y' +ay = couy”+ay +by = c, ot a,b € K. Nous
supposons que l'une des conditions suivantes est
remplie

1. il existe un polynéme P & coeflicients dans
K tel que c =P ;

2. il existe A, € K tels que ¢(z) = Ae " ;
3. il existe A,w € R tels que ¢(z) = Acos(wz) ;
4. il existe A,w € R tels que ¢(z) = Asin(wx).

Ces quatre cas sont ceux au programme, mais
la méthode que nous allons développer peut
également s’adapter lorsque dans les conditions
précédentes la constante A est remplacée par un
polyndéme, et lorsque les sin et cos circulaires sont
remplacés par des ch et sh hyperboliques.

Dans les quatre conditions au programme, il est
possible de montrer qu’il existe a chaque fois une
solution particuliere d’une forme assez simple

1. il existe un polynéme @ a coefficients dans
K solution de (&) ;

2. il existe un polynéme @ a coefficients dans
K tel que z — Q(z)e“* est solution de (&) ;

3. il existe un polyndéme @ a coefficients dans
C tel que o — Q(z)e™? est solution de y +
ay = Ae™® ouy’+ay' +by = Ae™?. On peut
alors montrer, grace au principe de superposi-
tion notamment, que x — Re (Q(x)e™?) est
solution de (&). Ainsi en développant, on re-
marque qu’il existe deux polynomes réels R et
S tels que c(x) = R(z) cos(wzx)+S(z) sin(wzx)

I



4. suivant le méme principe que dans le cas
précédent, il existe un polyndéme @) & coef-
ficients dans C tel que x — Im (Q(z)e )
est solution de (&), et donc en développant,
on remarque qu’il existe deux polynomes
réels R et S tels que c¢(x) = R(z) cos(wz) +
S(z)sin(w).

Le degré du poynéme @) se devine en injectant
dans (&) une fonction de la forme voulue. On
détermine ensuite les coefficients du polynome.
Voyons cela sur les exemples suivants :

Exemple 4.4.1.

Soit (&) : vy +y =1+ 2z, définie sur R. Soit Q
un polynoéme. Alors @ est solution de (&) si et
seulement si pour tout z € R, Q'(z) + Q(z) =
1 + 2z. En particulier, pour que @ soit solution,
il faut que Q' + @ soit de degré 1 : cela n’est
possible que si @ est de degré 1, car si @ n’est pas
nul, deg Q' < deg@. Posons alors Q = d + eX.
Alors :

Q est solution de (&)

& VeeR, e+ (d+ex)=1+2x
& VreR, (e+d)+ex=1+2x
& e+ d=1] et [e =2]
& e=2etd=-1

Ainsi z — —1 4 2z est une solution particuliere
de (&).

Exemple 4.4.2.

Soit (&)
Soit () un polynome et soit y
Ainsi vz — (Q'(z) + Q(z))e” et v’
(Q"(x) +2Q' () + Q(x))e”. Alors :

y est solution de (&
)

LT

& VzeR, (Q"(z)+2Q () + Q(x))e
—2(Q'(z) + Q(z))e” + Q(z)e” = 2e”

& Vo € R, Q"(z)e” =2e”

& Vr eR, Q"(z) =2

sy’ — 2y +y = 2e”, définie sur R.
x> Qz)e”.
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Un polynoéme @ vérifiant cette relation est par
exemple Q = X?2. Ainsi, z — z%e? est une solu-
tion particuliere de (&).

Par curiosité, démontrons le troisieme point en
utilisant le second, dans le cas d’une équation du
premier ordre (la méthode serait la méme pour le
second ordre)

Démonstration.

Soit (&) : ¥y + ay = Bcos(wz), ot a, B,w € R. Considé-
rons (&) :y + ay = Be™®. 1l existe alors un polynome
complexe @ tel que yo : = — Q(z)e™? est solution de
(&"). Ainsi y§ + ayo = Be ““®. En passant au conjugué, on
observe, puisque a, B, w sont réels, que o’ +ago = Be ~™~.

Par principe de superposition, §(y0 + o) est solution de

1 o iwom
Yy +ay= =B (e W+ e 7“"). Une solution de (&) est donc

2
bien Re(yo). O

Finissons par un ultime exemple :

Exemple 4.4.3.

Soit (&) : y” +y = 2cos(z). Résolvons tout
d’abord I’équation (&') : 4" +y = 2e™. Soit
Q un polynéme et yo : x — Q(x)e’. Alors
v Q@) +iQ())e™ et yf x> (Q(x) +
2iQ'(z) — Q(x))e™. Donc yo est solution de (&)
ssi pour tout z € R, Q"(z) + 2iQ'(z) = 2. On
cherche donc ) de degré 1, donc de la forme
Q(x) = d + ex. Alors Q"(x) + 2iQ'(z) = 2ie,
donc @ vérifie Q" (z) + 2iQ'(z) = 2 ssi e = —i.
Ainsi une solution particuliere de (&”) est yo

r + —ize™. Donc pour tout x € R, Re(yo)(x) =
Re (—iz(cos(x) + isin(z))) xsin(z). Finale-
ment, une solution particuliere de (&) est x
xsin(z).



