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Dans tout ce chapitre, a et b sont deux réels
tels que a < b.

1 Continuité uniforme.

Définition 1.0.1.
On dit que f est uniformément continue sur I
si

Ve >0 3Ja>0 VY(zy) cl?
lz -yl <a=|f(z) - fly)l <e

Remarque 1.0.2. 1. C’est une notion qui n’a
de sens que sur un intervalle, jamais en un
point.

2. Comparer cette expression avec celle de f
continue sur [

Veel Ve>0 da>0 Vyel
|z —yl<a=|f(z)- fly)| <e.
La différence essentielle est 1’inversion d’un
VY avec un 4.

Exemple 1.0.3.
La fonction f : R} — R% n’est pas uni-
1
x = —

x
formément continue. Montrons la négation d’uni-
forme continuité

Je>0 Ya>0 3I(z,y)el?
lz —yl < aet|f(x) - f(y)] > e

Posons € = 1. Soit a > 0. Posons 2 = min(a, 1)
ety:g. Ona|x—y|l =
1z —1/y| = [1/x = 2/x]

< a/2 < a. De plus
1jx>1>e.

Il s

Théoréme 1.0.4. 1. Toute fonction uniformé-
ment continue sur I est continue sur I.

2. Toute application lipschitzienne sur I est uni-
formément continue sur 1.
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Démonstration. 1. Facile : on réécrit f uniformément
continue en fixant y = a, et on trouve f continue en
a.
€ , .
2. On fixe €, on pose @ = —. Et on déroule les défini-

. K
tions.

O

Remarque 1.0.5.

Nous avons déja vu que la fonction f

[1,400[ — R est 1-lipschitzienne. Ce théo-
1

x ==

x
reme n’est-il pas contradictoire avec ce dernier
point et avec 1.0.3 ?

Théoréme 1.0.6 (de Heine).
Toute fonction continue sur un segment est uni-
formément continue sur ce segment.

Démonstration.

(non exigible). On pose I = [a,b]. Soit f continue sur I.
Par I’absurde, supposons que f n’est pas uniformément

continue. Alors il existe € > 0 vérifiant

Va>03(ey) € P la—yl <acet |f(x)-fy) > e (1)

Soit alors n € N. D’aprés la propriété (1), il existe
(zn,yn) € I vérifiant

—_ 2

L @
[f(@n) = flyn)| = €. 3)

Or, (x5), oy est une suite & valeurs dans le segment [a, ],

donc est bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
on peut extraire de (xn),.y une suite (x(p(m)"eN qui

‘xn - y'n| <

converge vers une limite £ € [a, b].
Posons alors, pour n € N, u,, = Tp(n)s Un = Yp(n)-
On a alors
Up — Uy — 0
n—-+oo
et Uy —— 4.

n—-+oo

Donc, par somme de limites :

Up — £
n—-+oo

Or f est continue sur [a, b] donc en ¢, on a donc
flun) —— f(0),
n——+oo
fon) ——— f(0).
n——+oo
Ainsi,
|f(un) = f(vn)] —— 0.

n——+oo



Donc il existe n € N vérifiant

[f (un) = fvn)l < /2,
ce qui est contradictoire avec (3). C’est donc absurde. [

Remarque 1.0.7.

Attention : ce résultat est faux si 'ensemble de

départ considéré pour f n’est pas un segment.

Ainsi ]0,1] — R est continue mais pas uni-
z = 1

formément continue.

2 Construction de I'intégrale.

2.1 Fonctions en escalier sur un segment.

Définition 2.1.1.
On appelle fonction en escalier sur [a,b] toute
fonction f : [a,b] — R telle qu’il existe n € N et

n+ 1 réels xg ...z, tels que
(i)a=xzp<z1<22<...<TYp=0;
(ii) pour tout i € [0,n — 1], flz; 20 €St
constante.

L’ensemble {zq,...,x,} est appelé une subdivi-
sion de [a,bladaptée a f. On note &([a,b]) l'en-
semble des fonctions en escalier sur [a, b]. Alors
&([a,b]) est un sev et un sous-anneau de RI®t,

—
r—
L]
<
To = a T T2 T3 g4=0b

FIGURE 1 — Illustration de la définition d’une
fonction en escalier.
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Remarque 2.1.2.

Attention aux valeurs prises aux points de la sub-
division : elles peuvent valoir n’importe quoi. Si
on rajoute des points & une subdivision adaptée,
elle est toujours adaptée. Pas si on en 6te.

Remarque 2.1.3.
Si S et T sont deux subdivisions de [a, b], alors

1. Si S est adaptée a une application en escalier
fet SCT, alors T est adaptée a f.

2. Si S et T sont des subdivisions adaptées a
des applications en escalier respectivement f
et g, alors SUT est adaptée a la fois & f et

ag.

Définition 2.1.4 (Intégrale d’une fonction en
escalier).

Soit f € &([a,b]) et {Zi}ic[o,n) une subdivision
adaptée a f. Alors on appelle intégrale de f sur

b
[a, b] et on note / fou / fou / f(t)dt ou
[a,b] a [a,b]
b
/ f(t)dt le réel

n—1
Z v X (Tip1 — ;)
i=0

ou, pour i € [0,n — 1], v; est la valeur (constante)
prise par f sur |z;, x;+1[ (on a en particulier v; =

f<:vi+2-’5i+1 ) )

Ce réel ne dépend pas de la subdivision choisie.

Démonstration.
La démonstration consiste a remarquer :

1. Que la valeur définie ci-dessus pour une subdivision
S adaptée & f ne change pas si on ajoute un point a
cette subdivision.

2. Que, par une récurrence immédiate, elle ne change
pas si on rajoute un nombre fini de point et qu’en
particulier, si on a deux subdivisions S et T avec
S C T et S adaptée a f, alors la valeur calculée pour
S est la méme que pour T'.

3. Qu’enfin, si S et T sont deux subdivisions adaptées
a f, alors la valeur calculée pour S est la méme que
pour S UT et que celle calculée pour T est la méme
que pour SUT.



On se contentera de donner la démonstration du premier
point : étant donné une subdivision S = {xo,...,Zn }
adaptée & f en escalier sur [a, b], et un point supplémentaire
2, comparons la valeur calculée pour la subdivision S et
pour la subdivision S U { 2z’ }. En notant i I'entier tel que
z; < x' < mit1 le terme v;(x;41 — ;) dans la somme pour
la subdivision S est remplacée par la somme des deux
termes v; (2’ — ;) + vi(zi41 — 2’) dans la somme obtenue
pour la subdivision SU{ 2" }. Or ces deux valeurs sont les
mémes. O

Remarque 2.1.5. 1. L’intégrale d’une fonction
en escalier est bien la somme des aires algé-
briques des rectangles délimités par les sub-
divisions.

2. L’intégrale de f ne dépend pas de la valeur
de f aux points de la subdivision choisie.

3. Changer la valeur de f € &([a,b]) en un
point seulement ne change pas la valeur de
I'intégrale : il suffit de rajouter ce point dans
la subdivision.

4. L’intégrale de la fonction constante A sur
[a, b] vaut A(b—a), en utilisant la subdivision
adaptée {a,b}.

Proposition 2.1.6 (Propriétés de I'intégrale).
Soient f,g € &([a,b]), A € R.

b
1. Linéarité :/ (f+Xg) = / f—i—)\/
2. Positivité : f > 0= f > 0.

b b
3. Croissance : f>2g= | f 2/ g.
a a

4. Relation de Chasles : si ¢ €]a, b,

t[fzé%+£%1

Démonstration. 1. Soit S une subdivision adaptée a f,
T une subdivision adaptée a g, alors SUT est adaptée
a f et g. Notons { z; | i € [0,q] } cette subdivision et

XXII - INTEGRATION

b b
exprimons / fet / g
b
/ (F + )

—Z f+2X9) (zH’l +z ) X (ziy1 — 2i)
zgf (7zi+12+ Zl) X (zit1 — 2)

q—

+)\Zg< L+1+Z’L> % (Zi+1_2i)

el

2. On exprime

-

f avec une subdivision adaptée a f :

tous les termes sont positifs.
3. Appliquer le point précédent & (f — g).

4. Soit S une subdivision adaptée a f. Ajoutons le point
¢ et notons { z; | i € [0,¢] } la subdivision obtenue.
Soit s € [1,q — 1] tel que zs = c. Alors :

_ SX_if(z”lTM)X(mHi)

/f+/f

O

2.2 Fonctions continues par morceaux sur
un segment.

Définition 2.2.1.

Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par

morceaux s’il existe une subdivision {zg,...,z,}

de [a, b] telle que

l.a=zg<x1<...<2xp,=0 ;

2. pour tout ¢ € [0,n — 1], fljq; 2,,,[ €St conti-
nue et prolongeable par continuité en z; et
en Tj41.



L’ensemble {zo,...,z,} est appelé une subdivi-
sion de [a, bladaptée & f. On note 6,,([a,b]) I'en-
semble des fonctions continues par morceaux sur
[a, b]. Alors €,,([a, b]) est un sev et un sous-anneau
de Rl

VAR

To=a | I T2 X3 g4=0b

FIGURE 2 — Illustration de la définition d’une
fonction continue par morceaux.

Remarque 2.2.2.
Attention aux valeurs prises aux points de la sub-
division : elles peuvent valoir n’importe quoi.

Exemple 2.2.3. 1. Dessiner des exemples de
fonctions continues par morceaux.

2. La fonction tangente, prolongée en R en lui
donnant la valeur 0 la ou elle n’est pas définie,
n’est pas continue par morceaux car elle n’est
pas prolongeable par continuité en les points
de discontinuité.

3. Idem pour R* — R
x +— sinl/z

On construit I'intégrale d’'une fonction conti-
nue par morceaux en approchant celle-ci par des
fonctions en escaliers.

Théoreme 2.2.4.
Soit f € %m([a,b]). Soit € > 0. Alors il existe
o et o7 € &([a,b]) telles que p; < f < pf et
0<pf —ps <e
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Démonstration.Premiére étape On suppose que f est
continue sur |a, b et prolongeable par continuité en a
et en b. On appelle f ce prolongement. Alors f et f
coincident sur ]a, b[, mais pas forcément en a ni en b.
On utilise le théoréme de Heine : f est uniformément
continue sur [a, b], donc il existe o > 0 vérifiant

Va,y € [a,b] |z -yl <a=|f(z) - fly)l <e

—a

b
On choisit n tel que h = < « et 'on pose pour

0<k<n :

xrr = a+ kh.
Ainsi, {zo,...,xn} est une subdivision réguliére de
[a,b], et

Vi€ [0,n— 1], Va,y € [z, 2], |f(z) — fy)| <e

Soit i € [0,n—1], f est continue sur le segment [a, ],
donc est bornée et atteint ses bornes sur [z;, Ziy1].

On pose ~
¢ = max f
[i,2i41]
¢; = min f
[52i41]
o [ab] — R
R { gpz: s%xe [, Tit1]
wr siz=10
w: : la,b] — R

N 2 si z € [2i, Tip [
Pr_1 siz=1»

On a bien @7 < f < .
Puisque ces maximums et mininimums sont atteints,
pour chaque ¢ € [0,n — 1], il existe y;, zi € [2s, Tit1]
tels que ;7 = f(y:) et p; = f(z:). Ainsi, comme on
a toujours |y; — zi| < «,

Vie[o,n—1], 0<¢f —p; = f(yi) — f(zi) <e
dOnC néCeSSairement

0< ¢ — - <e.

& of et @I conviennent pour f et non

f : il suffit alors de changer leurs valeurs en
a et b, en posant ot (a) = ¢z (a) = f(a) et
@I (b) = ¢z (b) = f(b).

Deuxieme étape On traite le cas général.
Soit f € Gm([a,b]) et {zo,...,zn} une subdivision
adaptée. Alors on définit des ¢ et ¢- sur chaque
morceau de la subdivision, et on recolle en définissant
T et - comme valant f(z;) en chaque z;.

O



Définition 2.2.5 (Intégrale d’une fonction conti-
nue par morceaux).
Soit f € €m([a,b]). On note :

— &Y (f)={he&(ab])|h=Ff},
- g—(f):{hbeg([a,b])|h<f},
I+(f)={ h h€g+(f>},

I%ﬁz{l%

Alors sup I~ (f) et infIT(f) existent et sont
égales. On appelle alors cette constante 1’intégrale

b
de f Sl’)U,T [a, b], notée /[a,b] fou/a fou /[a,b] f(t)dt
ou/ f(t)de

Démonstration.

D’aprés le théoréme d’approximation, il existe o™ € &7 (f)
et o= € & (f), donc £1(f) et £ (f) ne sont pas vides,
donc IT(f) non plus. De plus IT(f) est minorée par

b b
/ ¢ et I (f) est majorée par o', Ainsi, avec le
théoréme de la borne sup, sup I~ (f) et inf IT(f) existent,
b

et sup I~ (f) < / 0"

Mais cette inégalité est valable pour tout ot € &7 (f),
donc sup I~ (f) <inf I'T(f).

Pour conclure, montrons 'inégalité inverse : soit € > 0,

alors il existe o € &1(f) et oz € & (f) telles que
o — s <e. Ainsi

/sﬁ? /«pg+/
\/a<p§+ b—a)e.

On obtient donc inf It (f) < sup I (f)+(b — a)e pour tout
e > 0, donc par passage & la limite, on a : inf IT(f) <
sup I~ (f). O
Remarque 2.2.6.

Cette intégrale représente bien la notion « d’aire

sous la courbe », méme si la construction s’éloigne
quelque peu d’une définition géométrique.

Remarque 2.2.7.
La notion d’intégrale de fonction continue par
morceaux prolonge celle de fonction en escalier.

En effet, si f € &([a,b]), alors f € &T(f)NE(f),
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b
et 'on voit directement que / fert(HnI(f).
a

Remarque 2.2.8.

Changer la valeur de h € &([a,b]) en un point
seulement ne change pas la valeur de son inté-
grale : il suffit de rajouter ce point dans la subdi-
vision. On peut en déduire que changer la valeur
de f € €m([a,b]) en un point seulement ne change
pas la valeur de son intégrale.

Exercice 2.2.9.
Le démontrer.

Proposition 2.2.10.
Soient f,g € €n([a,b]), X € R.

b b b
1. Linéarité : / (f +Ag) :/ f+ /\/ g.
a a a

b
0:>/f>0
a
b b
>g:>/f>/g~

4. Continuité (ou inégalité triangulaire)

[ o< [ 1

5. Inégalité de la moyenne :

/cmﬂ (suptes 1) % [ ol

Cas particulier :

l/f| b~ a)suppey |1
6. Relation de Chasles :

sice]a,b[,/abf:/:f—i-/cbf.

Remarque 2.2.11.
On appelle moyenne de f sur [a,b] la quantité

2. Positivité : f >

3. Croissance : f

b
m = / f. Faire un dessin avec les aires
a

h—
pour voir le rapport avec I'inégalité de la moyenne.

Démonstration. 1. a) Montrons d’abord que pour

b b
toutA€R+,/ /\f:)\/ f-



Il suffit pour cela de montrer que pour tout
e >0,0na

b b
[

et d’en déduire le résultat par passage a la
limite.

< A(b—a)e

Considérons donc & > 0. Choisissons ¢~ et T
des applications en escaliers encadrant f véri-
fiant 0 < ¢t — ¢~ < e. Alors \f est encadrée
par Adp~ et Adpt. On en déduit

b b b b
[ar=afr< o[
a a a . a

S)\/ (ap+—<p_) (car o

et ¢~ sont en escalier)

< A(b—a)e (car ot

De méme, on a

b b
/ )\f—)\/ f=-=Xb—a).

D’ou le résultat.

On proceéde de la méme maniére pour le cas
A € R_, en faisant attention aux changements
de sens dans les inégalités diis au signe de A.

b b
Montrons ensuite que / (f+g9) = / f+

b
/ -

11 suffit de montrer que pour tout € > 0, on a

fueo=([ [

Soit donc € > 0. Choisissons ¢ et 4,0? enca-

2e(b—a)

drant f et ¢, et 4,0;]" encadrant g et vérifiant
of —p; Secet pf —p; <e.
Alors on a

/ab(f+g)</:(so‘f*+w;*)

(car T + ¢, € EF(f +9))

fireosfosf

(car (¢f,¢5) € &([a,b])?)

- ge).
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et finalement

On montre de méme

[uro=([r+]5)>-

D’ou le résultat.

2. Si f >0, la fonction nulle est un élément de & (f)

b b
etdonc/ f}/ 0=0.

3. La croissance découle directement de la positivité,
appliquée a f — g.

4. Si f est continue par morceaux, alors —f, | f| et —|f].
le sont aussi. Or —|f| < f < |f|, donc par croissance
et linéarité de l'intégrale :

b
r< [
a

b b
f/|f|</
b b
/f</|f\-

5. Ona|fg|=|f|-|g| et donc [fg| < (sup|f])-|g|, donc
par continuité, croissance et linéarité de ’intégrale

b b
/ (fg)'<<sup[a,b} 1) x / gl

Le cas particulier s’obtient pour g = 1.
6. Soit ¢ €]a, bl.
Il suffit de montrer que pour tout € > 0, on a

2e(b—a)

d’ou

on a bien :

f+ e(b—a).

Soit donc € > 0. Notons I1 = [a, c] et I = [c, b].
Alors pour i = 1,2, il existe ¢, et cpj des applications
en escalier sur I; encadrant la restriction de f a I;
vérifiant

+ —
Y —¢; SE.

Posons alors

¢ : [a, ] — R

. p1(x) siz<e
py(x) siz>c

+ .
v pr(x) siz<ec
of(x) siz>c



“ et <p sont en escalier et on a :

/f+/f
/%+/w§
[

90|[a q €t o] différent au plus en c)

b

90+

+

N

N

VAN
p\ —

SN

est en escalier.)

/ /abso car (¢~ € £7(f))
Done ) .
+/C ff/a f

et — [ ¢

~

a
(par différence des inégalités précédentes)

< /ab(sf—w_)

(4,07 et ¢T sont en escalier)
< (b—a)e
et — ¢~ <e)
De la méme facon on montre

[ref-[ 1m0

On en déduit le résultat.

—~

Théoreme 2.2.12.
Soit f € €°([a,b]), vérifiant f > 0. Alors

(i) ¢'1l existe zg € [a, b] tel que f(zg) > 0, alors

/f>0

(ii) si / f =0, alors f =0.

Remarque 2.2.13.
Toutes les hypothéses sont indispensables : cher-
chez des contre-exemples !

Démonstration.
(ii) n’est que la contraposée de (i). Il suffit donc de mon-
trer (i).

Si f(zo) > 0 et f continue, alors il existe « > 0 tel que
f> f(®0)/2 sur [zo — a, 20 + @] N [a,b]. On note alors ¢
Papplication prenant la valeur f(zo)/2 sur [zo — a,z0 +
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a] N [a,b] et 0 ailleurs. ¢ est une fonction inférieure a f,
b
donc /cp < / f. De plus elle ¢ est en escalier, elle est

nulle sauf sur Vintervalle [0 — a, 20 + ] N [a, b] ou elle
a pour valeur f(zo)/2. Son intégrale sur [a,b] vaut donc
£ x f(zo)/2, ou £ est la largeur de cet intervalle. Or celle-
ci est non nulle (regarder les différents cas suivant que

@o est intérieur & [a,b] ou non), donc / b¢ > 0, dou le

résultat. ‘ m

Exercice 2.2.14. 1. Soit P € R[X] vérifiant
/01 P? = 0. Montrer que P = 0.

2. Soit n € N. Quels sont les polynémes P €
R, [X] tels que

t)tFdt =07

vk € [0, 7], /

2.3 Extension au casou b < a

Soit I un intervalle on dit qu’une application f
est continue par morceaux sur I si elle est continue
par morceaux sur tout segment non trivial de I.

Soit donc f : I — R continue par morceaux.

Soit a et b deux réels quel(éonques del.Sia<b,

on a vu comment définir / f.

b
Si b < a, alors on définit / f comme étant le
a

réel — / f.
b
b

Sia:b,onpose/ f=0.
a
L’intérét principal de cette définition est de

généraliser la relation de Chasles aux cas ou les
points a, b et ¢ sont dans un ordre quelconque.

Proposition 2.3.1 (Relation de Chasles).
Soit I un intervalle et f continue par morceaux
sur I. Alors, pour tout (a,b,c) € I, on a

A?=AV+£U.

Démonstration.
Remarquons tout d’abord que nous avons déja démontré
ce résultat proposition 2.2.10 dans le cas ot a < ¢ < b.



Notons que ce résultat est trivial si a = c ou ¢ =b. On
a donc le résultat pour a < ¢ < b.

Remarquons ensuite que pour tout m, z, y appartenant
al,avecm<zetm<y,ona

IR

En effet, si z < y, il suffit de remarquer que

/mf:/mer/zf

et, si x > y, de remarquer que

/T:fz/nyr/xf:/yf—/yf.

En posant m = min(a, b, c) on a alors successivement :

[ [ fom L[]
/

b
=1 f

’VTLb m
:/f.

Exercice 2.3.2.

Que deviennent les résultats de la proposi-
tion 2.2.10 si on remplace les hypotheéses a < b
et f,g € Gn([a,b]) par I est un intervalle, f, g €
Gm(I) et a et b sont des éléments quelconques de
17

a

3 Le théoréme fondamental du
calcul différentiel.

Dans toute la suite, I est un intervalle de R.

3.1 Primitives.

Définition 3.1.1.

Soit f une application de I dans R. On appelle
primitive de f sur I toute application F' € 2(I,R)
telle que F' = f.

Théoreme 3.1.2.
Si f : I — R aune primitive F', alors I’ensemble
des primitives de fest { F+A| A e R }.
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Démonstration.
Déja fait dans le chapitre sur les fonctions usuelles. O

Remarque 3.1.3.
Il ne faut donc JAMALIS parler de LA primitive
de f, sous peine de se faire lourdement chatier.

3.2 Existence de primitives.

Remarque 3.2.1.
Commencons par une premiere remarque : toutes
les fonctions n’ont pas de primitive.

Exemple 3.2.2.
Posons

f+ -1 —- R
{1 siz=0
T —

0 sinon

Par I’absurde supposons que f admet une primi-
tive F. Alors F/ = 0 sur [—1,0[ et ]0, 1], donc
F =asur [—1,0] et b sur |0, 1]. Mais F est déri-
vable donc continue, donc les limites a gauche et
a droite en 0 doivent étre égales, i.e. a = b. Mais
alors F' est constante sur [—1, 1], donc F” est nulle
partout, et ainsi F’ # f.

Remarque 3.2.3.
En revanche, la fonction f de I'exemple 3.2.2 a
une intégrale, et 'application

F . [-1,1] — R
est bien définie.

Il ne faut donc pas confondre primitive
et intégrale.

Remarque 3.2.4.

De maniere plus générale, le théoreme de Dar-
boux (HP, mais c’est une conséquence simple
du théoréme de Rolle) montre qu'une fonction
dérivée vérifie toujours la propriété des valeurs
intermédiaires. Une fonction ne vérifiant pas cette
propriété (comme celle de 'exemple 3.2.2) ne peut
donc admettre de primitive.



Théoréme 3.2.5 (Théoreme fondamental du cal-
cul différentiel).
Soit f € €°(I,R), et a € I.

1. f a une primitive, par exemple la fonction

F: 1 - R .
:L‘v—>/f(t)dt

2. Soit A € R. Alors f admet une unique primi-
tive valant A en a. Il s’agit de la fonction

F . I —- R .
P o /f(t)dt+A

3. Soient a,b € I et I une primitive de f sur
b ~ ~
I. Alors / f = F(b) — F(a). Cette quantité
a ~

est aussi notée [F)2, ou [F(t)]%_,.

Remarque 3.2.6.

C’est souvent le deuxieme ou le troisieme point
que 'on appelle théoréme fondamental du calcul
différentiel, mais en fait le point le plus impor-
tant est le premier, les deux autres en découlent
facilement.

Démonstration. 1. Montrons que F' est dérivable et
F'=f.
Soit o € I, montrons que F' est dérivable en xg, de
dérivée f(xo).

Soit alors € > 0. Puisque f est continue en z, alors
on peut trouver a > 0 tel que

Vy el [zo -yl <a=|[f(zo) - fly)|<e

|f — f(zo)| est alors majorée par € sur [zo— o, zo+q].
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Soit € [xo — a, w0 + ] N I\{z0}.

S
F(z) — F(o) / /
T — 7o : f(zo)| = m_im—f(%)
/f /f(xo)
- beowo_ :C[)*CEO
/(f—f(wo))‘
T r—af
|z — xole
RN
<e.

On a montré que pour ¢ fixé, il existe a > 0 tel que

Ve el |xm0<a:>‘F(x)—F(xo)

— f(20)

<¢,
X — Xo

F(x) - F(xo)

xr — Xo z—xQ
xzFxT()

donc f(zo), d’ou le résultat.

2. Facile.

3. Il existe K tel que F(z) = / f + K, la suite est

laissée en exercice.

O
Exemple 3.2.7. 1. Calculer

2 1
/ 1 4z
1 (x+1)
1 Ak

2. Calculer lim —dt.
n—+oo Jo (24 t)"

I'intégrale

4 Meéthodes de calcul.

Se référer au chapitre sur les équations différen-
tielles.

5 Formules de Taylor.

Nous allons maintenant voir deux nouvelles
formules de Taylor, mais qui sont cette fois des
résultats globauz, alors que la formule de Taylor-
Young est un résultat local.



Théoréme 5.0.1 (Formule de Taylor avec reste
intégral).

Soient n € N et f € €"T(I,R) et (a,b) € I

Alors

n k) (g

k=0

Remarque 5.0.2.

Si f est un polynéme de degré n, alors pour tout
k>n, f%) =0, et ainsi, en appliquant Taylor &
un ordre supérieur a n, on retrouve la formule de
Taylor pour les polynémes.

Démonstration.

Soit f une application de I dans R et (a,b) € I*. Pour
n € N, on note P(n) l’assertion «si f € € (I, R), alors

on a (%)».
Alors :
— Montrons P(0), c’est-a-dire si f € €*(I,R), alors
b
fb) = f(a)+ [ f(t)dt. Cest tout simplement le

théoréme fondamental de I’analyse.
— Montrons Vn € N (P(n) = P(n+ 1)).

Soit n € N. Supposons P(n). Montrons P(n + 1).

Pour cela, supposons f € €"(I,R). Alors f €
€™ (I, R) donc, puisqu’on a P(n), on a

(k) (n+1) (4
) = Zf k( ) (h—a)* / fni!()(bft)"dt.

b r(n
f( +1)(t) (b

Calculons alors /
n!

a
intégration par parties. On dérive f(”+1) (qui est

t)™ dt grace a une

bien ) et on integre (b _'t) , qui est bien continue.
n!
On obtient :
b r(n+1) t
/ fi()(b —t)"dt
n!

| et _(b—t)nﬂ ’
= e (5 ).

B /b f(”+2)(t) (_(bt)n+1> ”

(n+1)!
(n+1)
o4 L gy
(n+2) b—zt)"+1
/f + D) dt.

On a donc bien Vn € N P(n) = P(n+1).

(b—a)’“+/ab f(irll!)(t)(b—t)" dt. ()

11
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On a donc P(0) et Vn € N P(n) = P(n+ 1), donc on a
Vn € N P(n). On a donc le résultat cherché. O

Corollaire 5.0.3 (Inégalité de Taylor-Lagrange).
Avec les mémes notations et hypotheses,

) (g

£e) -3 = ap
< ’b_a‘n—i-l
S (n+1)!

f(n+1)’ .

sup
[a,b]U[b,a]

Démonstration.
Faisons la démonstration dans le cas a < b (le cas a > b se
traite de la méme maniére, en faisant attention au signe).
On a alors [a,b] U [b,a] = [a, ]]!

La formule de Taylor donne :

"L R (g X b p(n+1)
|f(b)zf (o) :/ 100,
k=0 a

b
g/ ‘f(n+1>(t)‘ %dt

F+D et continue sur le segment [a, b], donc bornée, donc
ona :

—t)"dt

[ab
< sup [ f*V)] b*lt)"+1 ’
[abp TL+ 1)
(nt1)| (b—a)"*
<sup [fT | e
[a,b] ’ | (n+1)!

Exercice 5.0.4.
En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a la

fonction exponentielle en zéro, montrer que pour
no_k

X
tOUtJIER, Zﬁmex
k=0 "

Exercice 5.0.5.
Déterminer une valeur approchée rationnelle &

103 prés de —. En déduire un encadrement déci-

e
mal de e, le plus précis possible.



6 Cas des fonctions a valeurs
complexes.

Définition 6.0.1.

Soit f : I — C telle que g = Re(f) et h = Im(f).
Donc g,h : I — Ret f = g+ih. On suppose g et h
de classe %,,,. Soient a,b € I. On appelle intégrale

b
defdeadb,notée/ fou/ fou/ f(t)de
[a,b] a [a,b]

b b b b
ou/ f(t)dt, le complexe/ f:/ g—l—i/ h.

Remarque 6.0.2.
b
oOnadoncRe/f
a

/abRe(f) et
Im (/jf) =/ab1m(f)

e « L’aire sous la courbe » n’a plus aucun sens
dans le cas d’une fonction a valeurs dans C, et
ne peut donc pas servir a interpréter 'intégrale
d’une fonction & valeurs dans C.

Théoréme 6.0.3.
Soit f € €°(I,C) et (a,b) € I? avec a < b.

1. La linéarité et la relation de Chasles sont
toujours valables pour les fonctions a valeurs

complexes.
b b
<[

3. Inégalité de la moyenne :

(59)| < om0 x [l

2. Continuité :

1. Se démontre comme pour les fonc-

b
L)

Re (e _wF(m)) .

Démonstration.
tions réelles.

b b
2. Onnote@-arg(/ f>,i.e.ei0/ f=

On pose pour a,xz € I :

x) :/ Ff@)dt et G(z) =

12
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Alors
G(b) = Re(e " F (b))
=Re (e -0 /bf(t) dt)
=Re /b f(t)dt
= /f(t) dt|.
On a aussi

G(b) = Re (/b e r() dt)

b
= / Re(e ~“ f(t) dt)

b
< / |Re(e ~ f(t) dt)|.
On peut alors utiliser I'inégalité classique :

|Re(e " f(O)I < le (2],

/abf(t) dt

donc

= G(b)

b

< / o
ub

< / ()]

/fg' / (1£1 % lgl). 1

suffit alors d’utiliser les résultats sur les applications
a valeurs réelles.

3. D’apres ce qui précede,

O
Exemple 6.0.4.
dt 11—t
_— [
144t 1+¢2
1 ot
:/7@_@'/ dt
1+¢2 14 ¢2
:Arctant—%ln(l—i—tQ)—l—K, K eC.

7 Approximation d’intégrales.

On cherche maintenant a approcher des inté-
grales par des formes géométriques simples
tangles a bases régulieres d’abord, trapezes en-
suite.

. rec-



7.1 Sommes de Riemann.

Théoréme 7.1.1 (Sommes de Riemann).
Soient a,b € R tels que a < b, f € €°([a,b],R)
et n € N*. On note alors, pour tout k& € [0,n],

b—
xTp = a-+ k2 Les {*k}refo,n) forment alors
n I’

une subdivision réguliere de [a,b] (i.e. tous les
sous-intervalles sont de la méme longueur).
En posant

b—qd b—a &
Sp = > flar) et S, = > flaw),
=0 [ —

(Sn)pen+ €t (S;,) convergent toutes deux vers

[

aSi de plus f est lipschitzienne sur [a, b, alors
b 1
Sn- f‘ —o(;);
a n
b 1
a n

c’est-a-dire que dans les deux cas l'erreur de I'ap-
proximation est un O(1/n).

Démonstration.
Traitons le cas de S.,. Comme S, = S,, +

=D s -
f(a)), les choses se passent exactement de la méme maniére
pour Sy,.

On a par la relation de Chasles :

/abf(t) dt = / Ft)dt

:Z/zk F(¢) dt.
k=1"%k—-1

Or pour chaque k € [1,n],

/k f(xk)dt:f(a:k)/ ' 1dt

= f(@r)(zk — TK-1)
— P,

On obtient donc

S i - [ s

k=1"YTk—1

S [ - sy,
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i\

|/

j N
F1GURE 3 — Exemple de somme de Riemann pour
une fonction f, pour Sg.

|7

/!

T N
FIGURE 4 — Exemple de somme de Riemann pour
une fonction f, pour Sg.

Ainsi, par l'inégalité triangulaire,

b
S;—/ f(t)dt

Mais f est continue sur le segment [a, b], donc d’apres le
théoreme de Heine, elle y est uniformément continue. Si

<> / ") - sl (©)



I’on consideére € > 0, alors il existe a > 0 tel que
vay € [a’va |$—y| <a= |f(I) _f(y)l <e.

—a

b
Choisissons N € N tel que < a. Pour tout n > N,

b—a

on a donc < a.

Par conséquent, si n > N et si 'on note encore {zy}
la subdivision de ’énoncé associée a ce n, on a, pour tout
t € [Th-1,Tk],

b—a
n

[t — x| < |zk — xp—1| = < a.

Dans ce cas, on obtient de (V) :

b n z*
Sl —/ fo)dt| < Z/ edt
a k=1"%k—1
< SZ(wk —Tp_1)
k=1
<e b—a
n
k=1
<elb—a)
Ainsi, par définition,
b
S, —/ f(t)dt| —— 0.
a n——+oo

Soit K > 0 tel que f est K-lipschitzienne sur [a,b]. On
obtient alors de (V) :

b n Ty
S;—/ Fyde <y K|z — t|dt
a k=1Y%k—1
n xp
<KZ/ ( —t)dt
k=1"Y%k—-1
n 1 ) z)
3 [
k=1

2
A5 ()
2 n
k=1
K b—a\?2
< —
S99\ )
K(b—-a)? 1
X ><77
2 n

donc par définition

b
S;—/ f(t)dt

14
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Remarque 7.1.2.
Si f est de classe €' sur [a,b], alors f est lipschit-
zienne sur [a, b] (on peut prendre comme constante
de Lipschitz K = sup |f'|).
[a,b]
Alors, lerreur d’approximation obtenue en ap-
b 1

prochant / par S, ou S/, est un O()

a n

Exercice 7.1.3.
Montrer que la premiere partie du résultat reste
vraie si on suppose seulement f de classe &,.

Remarque 7.1.4.
Quand f est continue, on peut toujours écrire

Sn:b_azn:f<a+k:b_a)

n—-+00

avec g: [0,1] = R, t — f(a+t(b—a)).

Exercice 7.1.5.
Faire apparaitre une somme de Riemann dans

n

n
Su=> s

puis étudier la convergence de (S,).

Exercice 7.1.6.
Déterminer pour tout p € N un équivalent lorsque
n tend vers 4+oo de

Sh="Y k.
k=1

7.2 La méthode des trapezes.

La méthode d’approximation des sommes de
Riemann est couramment appelée méthode des
rectangles. Sa convergence n’est pas tres rapide car
elle est seulement en O(1/n). Une amélioration
possible est la méthode qui suit : la méthode des
trapézes.



Théoreme 7.2.1.

On reprend les mémes notations que dans le théo-
réme 7.1.1, mais cette fois f est de classe 2.
Alors :

|b;a (f(a);rf(b) RS f(;ck)) [ rwa
k=1 “

Remarque 7.2.2.
Ce résultat est admis, mais remarquons tout de
méme les choses suivantes :

1. la somme des aires des trapezes obtenus avec
la subdivision {z}} vaut

n—1

b—a
T, = Z X
n
k=0 ~—~—
base

n—1 n—1
=2 (Z UCEOEDY f(f%))
n k=0

k=0

f(xpy1) + f )
2

moyenne des deux hauteurs

; n—1
-2 (Z ICOEDY f(xw)
k=1 k=0

n—1
_b-a (f(:z:o) + flan) +2> f(f%))

2n —1

n—1
_ b‘“(f(a) + f(b) +22f(:vk)>-

2n —1

2. il est aisé de voir que (T7,),,cn- converge vers
I'intégrale, et que la différence entre T,, et
sa limite est un O(1/n). En effet, pour tout
ne€N*, T, = 3(S,+5)).

8 Comparaison série-intégrale.

Proposition 8.0.1.
Soit f : Ry — R, une fonction continue par
morceaux et décroissante.

15
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\/
-

FIGURE 5 — Exemple de la méthode des trapeézes
pour une fonction f, avec 6 subdivi-
sion.

Alors la suite (Z f (k)) converge si et seule-
k=0 neN

n
ment si la suite < / f(t) dt> est convergente.
0

De plus la suite définie par w, = Z flk) —
k=0

/ f(t)dt converge.
0

Démonstration.
Soit k € N. Par décroissance de f, on a :

Ve [k k+1], 0< flk+1) < f(2) < F(R).

Puis, par intégration de cet encadrement sur [k, k + 1],

k+1
0< flk+1) < / f(t)dt < f(k) (4)

et, par sommation, pour n > 1,

0<Y s [ rwa< Yy s,
k=0 0

k=0

ou encore

0< ) fk) = f(0) < / F)dt <> fk) = f(n).
0 k=0

k=0



[a)
VAN
g
—
=
\

0o 1 2 3 4 5 6

FIGURE 6 — Exemple de comparaison série-
intégrale pour une fonction f décrois-

sante, positive.
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Les suites Z f(k) et / f(t) dt ont donc la méme nature.

—/Onf(t)dt

Un. Ainsi (un) est minorée. Enfin, on a

k=0
De plus, il vient

0< f(n) <
soit 0 <

n+1
un+17un:f(n+1)f/ f(t)dt <.

La suite (uy) est donc décroissante et minorée et converge
donc. O

Remarque 8.0.2.
L’encadrement 4 est a rapprocher de la méthode
des rectangles.

Exercice 8.0.3.

N
1
Retrouver la nature de la suite (Z a) ,

NeN
pour a > 0.

Exemple 8.0.4.

1
x — ——. On sait alors que la suite

1+=x
) [ rwar
1

1

1+ -+ 3 +...+——Inn converge, vers une limite
n

notée v et nommée constante d’Fuler.

On pose f :

de terme général u, = Z f(k

9 Annexes.

9.1 Regles de Bioche.

Ces régles sont explicitement hors-programme
et ne sont pas exigibles.
Soit f une expression rationnelle en sin t et cost,
c’est-a-dire qu’il (existe deu)x polynémes P et @)
P(sint,cost
tels que f(t) = Q(sint, cost)
indiquent suivant certains cas, quel changement

/ £(t)dt.

. Les régles de Bioche

de variable poser pour pouvoir calculer
On pose W(t) = f(t)dt. Alors, si :

1. W est pair!, un changement de variable ju-
dicieux est u = cost.

1. Attention : W n’est pas une application, on consi-
dere que W(—t) = f(—t)d(—t) = —f(—t)dt



2. W(m—t) = W(t), un changement de variable
judicieux est u = sint.

3. W(m+t) = W(t), un changement de variable
judicieux est u = tant.

4. Si 2 des 3 relations précédentes sont vraies
(dans ce cas les 3 relations sont vraies), un
changement de variable judicieux est u(t) =
cos(2t).

5. Dans les autres cas, le changement de variable
u(t) = tan(t/2) s’avere souvent judicieux.

Exemple 9.1.1.
sint
1+ cos?t

1
Calculer et / dt
cos? t(1 + tant)

9.2 Fonctions dont la variable intervient
dans les bornes d’une intégrale (cas
particulier d’intégrales dépendant d’un
parameétre).

Théoréme 9.2.1.
Soit @, € €1(I,J) out I et J sont deux inter-
valles de R, et soit f € €°(J,R). Alors la fonction

I —- R
()

7 i / (b dt
()

est de classe €', et sa dérivée est

I —- R
Y8 T =

Y'(2) x (f o9)(z)
—¢'(z) x (f o p)(z)

17
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Démonstration.
f étant continue, elle admet une primitive F'. On a alors,
pour tout x € I :

Mais F, 1 et o étant de classe €, T' I’est aussi et on a

I'=(Foy—Fop)

Y X (F o) — ¢ x (F o)
Y x (foh)—¢ x (fop)
')/.



