
PSI* – simulations 2 juin 2025

Planche 2 :

Soit P ∈ C[X] un polynôme ne possédant aucune racine de module 1.

1) Justifier l’existence de
∫ 2π

0
ln |P (eit)| dt. On la note M(P ).

2) Justifier qu’il existe un entier S, une famille de complexes (z1, . . . , zS), une famille d’entiers
(m1, . . . , mS) et une constante A tels que :

M(P ) = A +
S∑

k=0
mkM(X − zk)

3) Écrire une fonction Malher(r, theta) qui renvoie la valeur de M(X−reiθ). Que renvoie Malher(2,50) ?
Tracer les courbes en fonction de θ pour les valeurs de r ∈ R = {2.5, 5, 100, 2017}. Quelle conjecture
peut-on faire ?

4) Tracer les courbes en fonction de r pour θ fixé prenant les valeurs 1, 10, 50 et 90. Quelle conjecture
peut-on faire ?

5) Démontrer les précédentes conjectures.
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Planche 3 :

On définit F0 = F1 = 1 et Fn+2 = Fn+1 + Fn, pour tout n.

1) Définir une fonction qui stocke les 20 premières valeurs de F et les affiche.

2) On note αn = Fn+1
Fn+2

et βn = Fn

Fn+3
, et :

S(n, p) =
p∑

k=0
(−1)k (α2k+1

n + β2k+1
n )

2k + 1

Pour 0 ⩽ n ⩽ 9 et 0 ⩽ p ⩽ 9, calculer et afficher les valeurs de 4S(n, p). Formuler une conjecture.
3) Calculer (Fn+2 + iFn+1)(Fn+3 + iFn) pour 0 ⩽ n ⩽ 8. Que remarque-t-on ? À l’aide de cette

remarque et en utilisant les arguments des nombres complexes, démontrer la conjecture de la
deuxième question.

4) On note Rp le reste d’ordre p de
∑

(−1)k x2k+1

2k + 1. Montrer que Rp = (−1)p+1
∫ x

0

t2p+2

1 + t2 dt.

5) Déterminer un équivalent de 4S(n, p) − π lorsque p → +∞.

Planche 4 :

C1 C2 C3 C4

On étudie la position au cours du temps d’un pion sur un jeu de 4 cases dont la règle est la suivante :
Au temps n = 0, le pion est en C1, et pour un temps n quelconque,

— si le pion est en Ci avec i ̸= 1, il passe en Ci−1 au temps n + 1 ;
— si le pion est en C1, il passe en C1, C2, C3 ou C4 de façon équiprobable.

1) Écrire une fonction prenant en paramètre n et renvoyant toutes les positions du pion jusqu’au
temps n.

2) Tracer les positions successives en fonctions du temps pour n = 10, n = 50, n = 100. Formuler une
conjecture.

3) On note Xn la v.a. donnant le numéro de la case où se trouve le pion à l’instant n. On pose

Un =


P (Xn = 1)
P (Xn = 2)
P (Xn = 3)
P (Xn = 4)

.

a) Déterminer A telle que Un+1 = AUn.
b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
c) Que peut-on en déduire pour la convergence de (Un)n ?

(En cas de convergence, donner la limite.)
4) Pour i ∈ J1, 4K et n ∈ N, on note Yn(i) la v.a. du nombre de fois où le pion est allé sur la case i au

cours des (n + 1) premières étapes.
a) Écrire une fonction prenant en paramètre n, et qui renvoie (Yn(1), . . . , Yn(4)).
b) La tester 100 fois pour n = 100.
c) Qu’en conclure pour E(Y100(i)) ?


