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Planche 1 (ENS)

Enoncé
Soit f:[0,1] — R.
On définit la variation totale de f sur [0, 1] par :

n

V(f) =sup sup D OLf(t) = f(tica)

neN  0<to<t1<...<tp<1 i=1

11

13

14

15

17

On appelle BV([0,1]) 'ensemble des fonctions a variation bornée, c’est-a-dire les fonctions f : [0,1] = R

telles que V(f) < 4o0.
1) Montrer que les fonctions monotones et lipschitziennes sont & variation bornée.
2) Les fonctions a variation bornée sont-elles bornées 7
3) Trouver une fonction continue qui n’est pas a variation bornée.

4) Montrer que (BV, | - ||) est un R-espace vectoriel normé avec

11l = 1O+ V(f)

5) Montrer que le produit de deux fonctions a variation bornée est a variation bornée.
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6) Soient f:[0,1] = R, g:[0,1] — [0, 1] deux fonctions & variation bornée.
a) Si g est monotone, montrer que fog e BV.
b) Si f est monotone, fog e BV ?

Indications

— Poser f(z) = zcos (%)

— Poser tp =0,t1 =«

— Utiliser que f € BV = f est bornée

— ¢(t) est une subdivision, h € [0, 1]

Corrigé :

1) a) Supposons f croissante (le cas décroissant est analogue). Soit
0<ty<---<t, <1

une subdivision. Alors :
S f(tR) = f(te—1)| = f(tn) — f(to) < F(1) = f(0)
k=1

donc f € BV.
b) Si f est K-lipschitzienne, alors :

Do) = ft-)| S KDt —tea| < K
k=1

k=1
donc f € BV.

2) Oui. Soit f non bornée. Soit ¢y = 0.
Soit M € R et t1 € [0,1] tel que |f(t1)| > M + |f(0)].

Alors
1

D 1F(t) = flte-1)l = |f(t1) = f(to)] > M

k=1
donc f ¢ BV.

3) Soit f: x> xzcos(X) six#0,et f(0)=0.
Soit n € N* et t), = k%rl Alors

1) — Sl = Y s % — +00
k=1 =

et pourtant f est continue sur [0, 1]. Donc f ¢ BV.
4) — 0¢€ BV, évident.
— A € BV si f € BV, facile.
— Si f,g € BV, alors f + g € BV avec :

V(f+9) <V(f)+V(g)

Ainsi, BV est un sous-espace vectoriel de % ([0, 1], R).

— || f]| > 0, évident.

Planche 1
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— [IMfI = AL facile.

— Si f,g € BV, nous avons vu que V(f 4+ g) < V(f)+ V(g), ce qui implique facilement que

If +gll < IIf11 + 1lgll-
— Si||f]| =0, alors f(0) = V(f) =0. Soit = € [0, 1], posons typ = 0,¢; = z. Alors :

1
0< Y 1F(te) = ften)| S V(F) =
k=1

done |f(z) — f(0)] =0 et f(z) = f(0). Ainsi f est nulle.

Donc || - || est une norme.

5) Soient f,g € BV, M un majorant de |f|, et N un majorant de |g|.
Alors pour toute subdivision 0 <ty <---<t, <1l,ona :

i [(fg)(tr) — (fg)(tk—1)| = i |f(tr)(g(te) — g(tk—1)) + g(te—1)(f(tk) — f(tr—1))]
p k=1

<MY |g(tr) — gltr-1)| + N D [f(t) = f(tr)]

k=1 k=1
= MV(g) + NV(f)

donc fg € BV.

6) a) Dans le cas ou g est croissante, si 0 < tg <t;3 <--- <t, <1lalors 0<g(ty) <g(t;) <

g(tn) <1 donc :
Z |f(g (9(tr—1))| <V (f)

ainsi fog e BV.

Si g est décroissante, 1 > g(tg) < g(t1) > -+ > g(t,) > 0 mais le raisonnement est le méme.

b) Non.
Posons
0 siz<3 1 ( 5 <w)>
= ) =_— |14z cos|—
(@) {1 pas e o= (1o (]
Soit n € N* et t;, = ﬁ
On remarque alors que :
0 sig(ty) < i
Flatn = {° 2 qone | p(g(t)) - Flatir))] = 1.
1 sig(ty) > 5

Ainsi
n

Z If(g(tr)) — fl9(te—1))| = En: 1=n— 400 quand n — oo
k=1 k=1

Donc fog ¢ BV.

Planche 2 (CCINP)

Enoncé :
Exercice 1 & préparer en 20 minutes : Soit A dans .#,(R) telle que A? — 54 + 6I,, = 0.

1) Donner 2 conditions nécessaire et suffisantes de diagonalisabilité pour une matrice carré.

IN
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2) Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont dans {2,3}. On note D la matrice
diagonale associée.

3) Pour M dans .#,(R), on pose f(M)= MD + DM.
a) Montrer que f est un endomorphisme de .#,(R).

b) Montrer que f est diagonalisable [indication : découper M et D en matrices par blocs].

Exercice 2 passage en 10 min sans préparation :
1 a b c
1) Chercher a,b, ¢ tels que pour tout ¢ € R\{0,—1,1}, m =7 + P + g

2) Résoudre 'équation différentielle ¢(t2 — 1)y’ + 2y = 2 sur |1, +oo[ et sur 0, 1[.

Corrigé
Exercice 1 :

1) Question de cours :

— admet une base de vecteurs propres ;
— les sous-espaces propres sont supplémentaires ;

— le polyndme caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque valeur propre est égale a la
dimension du sous-espace propre associé.

2) Un polynoéme annulateur de A est P = X2 —5X +6 = (X —2)(X — 3).
Il est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.
Les valeurs propres de A sont parmi les racines de tout polynéme annulateur, donc elles sont dans

{2,3}.
3) a) SiMey,(R), MD+ DM € 4,(R).
Et si N € #,(R), A € R,
f(M+N)=MD+AND+ DM + ADN = f(M)+ Af(N)

donc f € Z(M,(R)).
b) Si D = 21, ou 31, f = 4id ou 6id, donc elle est évidemment diagonalisable.
Sinon il existe p € [1,n — 1] et ¢ = n — p tel que dim E»(A) = p et dim E3(A) = q.

(21, ©
D‘(o 3Iq>

g g) avec K € #,(R) et Q € #,(R), nous avons

sony = (2K 3L (2K 2L _ (1K 5L
T \2N 3Q 3N 3Q) \5N 6Q
Soit B = (Eij)i<i,j<n la base canonique de 4, (R).
— Sii,j<p, f(Ey) =4E;; ;

— Sii§p<j0uj§p<i, f(Eij):5EZ'j 3
— Sip<i,jalors f(El]) = 6E¢j.

Traitons le cas ou

Alors en notant M = (
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1)

2)

3)

C’est une base de vecteurs propres, donc f est diagonalisable.
Dans le cas général, notons D = diag(A1,...,\,),

L ={ie[l,n],\i =2}, I ={i € [l,n],\; =3}

Alors I U Iy = [1,n].

— Si i,j S Il, f(EZ]) = 4E¢j (car EijD = QEZ‘]‘ et DEZ']‘ = 2Eij)
— Sii,j € I, f(EU) = 6EZJ (car EZJD = 3EZ] et DEZJ = 3EU)
— Sinon f(EU) = 5E2] (car D= 2, EZ]D = 2E2‘j et DEZ] = 3ETJ ou l’inverse)

et la conclusion est la méme.

Conditions nécessaires et suffisantes de diagonalisabilité

— Une matrice A est diagonalisable sur R si et seulement si il existe une base de R™ formée de
vecteurs propres de A, c’est-a-dire si A est semblable & une matrice diagonale réelle.

— A est diagonalisable sur R si et seulement si le polynéme minimal de A est scindé sur R et que
toutes ses racines sont simples (i.e. de multiplicité 1).

Etude de la matrice A
L’équation :
A% —5A+61,=0

correspond & une annulation par un polynéme. Posons :
P(X)=X*-5X+6=(X—2)(X -3)

Comme P(A) = 0, cela signifie que le polynéme minimal de A divise P. Donc les seules valeurs
propres possibles de A sont 2 et 3.

Puisque P est scindé a racines simples et que le polyndme minimal de A divise P, alors A est
diagonalisable.
Donc A est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans {2, 3}.

On considere 'application :
f:l,(R) — My(R), f(M)=MD+ DM

3a) Endomorphisme
Pour montrer que f est un endomorphisme, on vérifie que f est une application linéaire.

Soient Mi, My € Mn(R) et X € R,
f(My+ Mz) = (My + M2)D + D(M;y + M) = My D + MaD + DMy + DMy = f(My) + f(M2)
F(AMy) = AM1D + D(AM1) = MM D + DM;) = Nf(My)
Donc f est linéaire, et donc un endomorphisme de ., (R).
3b) Diagonalisabilité de [ :

Soit D une matrice diagonale réelle dont les valeurs propres sont dans {2,3}. Comme D est
diagonale, on peut écrire M sous la forme matricielle bloc :

Supposons que D est de la forme suivante, en regroupant les lignes et colonnes selon les valeurs
propres :

_ (2L, 0 _
D—<O 3Iq>’ avecp+qg=mn

On découpe alors toute matrice M € ., (R) sous forme bloc compatible :

M = (é g) , avec A € My(R), E € Mq(R)

5
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Alors
B (A B\ (21, 0 of, 0\ (A B
ﬂM%‘MD+DM_<C é)(o u)+<0 3Q>Q7EJ

2A 3B 2A 2B 4A 5B
::<20 3E>'*<3C 3E>::<5C 6E>
Cette action de f montre que f agit diagonalement sur les sous-espaces formés par les blocs :
— A est multiplié par 4
— B est multiplié par 5
— C est multiplié par 5

— F est multiplié par 6

Ainsi, 4, (R) se décompose en somme directe de sous-espaces stables par f, sur chacun desquels
f agit comme une multiplication scalaire. Par conséquent, f est diagonalisable.

Exercice 2 :

1) Apres développement et identification on trouve

= (e )
tt2—-1) t 2\t—-1 t+1)°
2) Si I =]1,+oc[ et J =]0,1]

Sur I et J :
2 1

@172 1

t(t? — 1)y + 2ty =t équivaut & o + ;

Une primitive de ¢ — e est :t— —2In|t|+Injt — 1] +1In|t+ 1|
Donc I’ensemble des solutions de I’équation homogene sur I est :
I—-R
2 , KeR
t— K——
2 -1
De méme, sur J on trouve :
J—=R
2, KeRyp.
t— K——
2 -1

Sur I et J, on trouve une solution particuliere avec la méme méthode et les mémes calculs.
Soit y € (I ou J), il existe K € &'(I ou J) tel que :

£2
y:t|—>K(t)-t2_1
Alors y est solution de (E) sur I ou J ssi :
Vtelould, K'(t)- r _ !
2—-1 -1
ssi
vVt € I ou J, K’(t):%

Donc : 2

t—=In(t) - 5— .
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est une solution particuliére.
Finalement, ’ensemble des solutions de (E) est :

{IouJ—>R }
2 | KeR
t K +1n(t)) -

o (K 4 In) - 5

Planche 3 (Centrale 1)

Enoncé
Soit

1
Vie,y) € [FL 12 pley) = [ [t—al x|t—ylde

1) Montrer que ¢ est continue sur [—1,1]2.

2) Montrer que ¢ admet un minimum.

1 2
3) On pose T = {(z,y) € [-1,1]?, -1 < # < y < 1}. Monter que sur T, p(z,y) = g(y—:b‘)3 +3 + 2xy.

4) Montrer que ¢ admet un minimum sur 7', et qu’il est atteint & l'intérieur de 7'

5) Conclure sur le minimum de .

Corrigé

1) — Vze[-1,1],t— |t — x| et t — |t — y| sont continues sur [—1, 1].
— Va,y € [-1,1], t — |t — z||t — y| est continue sur [—1, 1].
— Va,y € [-1,1], |t — z||t — y| <4, qui est intégrable sur [—1,1].
Par théoreme de convergence dominée, ¢ est continue selon les deux variables, donc elle est continue
sur [—1,1]%.
De plus, comme produit de segments, [—1,1]% est fermé et borné dans R? qui est de dimension finie.
Donc, grace au théoréme des bornes atteintes, ¢ admet un minimum sur [—1,1]2.
2) Soit (2, yn) € TV convergeant vers (z,y) € R
Donc z,, = =, y, >y et Vn € N, —1 < x,,,y, < 1, par passage a la limite, —1 < x,y < 1, donc
(z,y) € T et donc T est fermé. De plus, il est facilement borné, donc ¢ admet un minimum sur 7.
3) Soit (x,y) € T.
Alors :

x Y 1
play)= [ Jt=allt—ylde+ [e—ale—ylde+ [ =l —yld

1

:/xl(ﬂc—t)(y—t)dt+/my(t—:n)(y—t)dt+/ (t — 2)(t — y)dt

)

Soit f(t) = (z —t)(y —t) et F(t) = 33 — ZX42 4 oyt
alors F/ = f.
Et
o(x,y) = F(z) = F(=1) = F(y) + F(z) + F(1) = F(y)
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1 1
33:3—:cy —§$3+SU y+3+2xy

1 2
:g(y—x)3+§+2my
En particulier p € €%(T).

1)

Vo(x,y) = (?;y__$§22++21y> donc  Vop(z,y) =0

ssi

(y—z)2+2=0 [ y=—a A 1,1
{y+x:0 ssi 422 4+ 20 — 0 ssi x=0ouzx= 7Y =73

Mais (0,0) ¢ T donc le seul point critique est en (—%, %)

11\ 1 11 e T 11
o)y Helrgg) =2 9 | (79g) =0
Jyox oy?
Donc ¢ admet un minimum local en (—%, %) = A.

Si ¢ admettait une valeur strictement inférieure en un point B du bord de 7', alors ¢| 45 admettrait
un maximum sur [AB] et le gradient s’y annulerait, ce qui est absurde. Donc le minimum de ¢ sur
T est atteint en ( 1 ) et Vaut

202
Si T =[-1,112\T, on a V(w,y) €T, (y,xr) € T et p(x,y) = ¢(y, ), donc sur tout [—-1,1]?, le
minimum de ¢ vaut 5 et est atteint en —%, %) et en (%, —%)

Planche 4 (Centrale 1)

Enoncé
Soit (E) :y" + f(z)y =0, ou f est réelle, continue et intégrable sur R, .

1) Soit y une solutions bornée de (F). Montrer que fy est intégrable sur R .

2) Toujours en supposant que y est bornée, montrer I'existence de la limite de 3’ en +o00, et donner sa
valeur.

3) Soit g : x> yi(x)y2(z) — y4(x)yi(x), ot y1 et ya sont des solutions bornées de (E).
Montrer que g est constante et donner sa valeur.

4) Montrer que (E) admet des solutions non bornées.

Corrigé

1) Immédiat car f est intégrable et continue, et y est bornée et continue.
2) Gréce a la question précédente, si z € R, / y" +/ fy =0 donc y/( / fy, qui a
0

une limite finie en +o00. Noton la £. Si £ > 0, alors pour z assez grand, y'(z) > donc grace a I'TAF,

Yy — +00, ce qui est absurde. Idem si ¢ < 0. Donc ¢y — 0.
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3) g est dérivable et

g'(x) = yi (2)ya(x) + y1(2)ya(x) — v5 (2)y1(x) — ya(x)y (x)
= —f(@)y(z)y2(z) + y1(2) f(2)y2(z)
—0

donc g est constante. Or grace a la question précédente, g — 0 en +o0o0, donc g = 0.

4) L’ensemble F' des solutions de (E) est un sev de dimension 2. Notons (y1, y2) une base de F. Si y;

et yo sont toutes les deux bornées, toutes les solutions de (E) le sont aussi. Supposons que c’est le
yi(z) y2(x)
(@) ys(x)
Hors-programme en PSI : ce déterminant s’appelle le wronskien et il ne peut pas étre constant égal
a zéro. Donc (F) admet des solutions non bornées.

cas. Alors avec la question précédente, g = 0, c’est-a-dire que pour tout x € Ry,

Planche 5 (CCINP)

Enoncé
Exercice 1 & préparer en 30 minutes : Soit u un endomorphisme non nul de R? tel que :

U = —U.

1) Montrer que Im(u? + Id) C Ker(u).
2) Montrer que Ker(u) et Ker(u? + Id) sont supplémentaires dans R?.

3) Montrer que 0 est la seule valeur propre réelle de u. En déduire que Ker(u) et Ker(u? + Id) ne sont
pas réduits au singleton {0}.

4) Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de u est :

00 O
0 0 -1
01 0

Exercice 2 donné a l’oral sans préparation :

+o0 2
J:/) T
0 et —1

1) Montrer 'existence de 'intégrale

2) Montrer que :

+002

Corrigé
Exercice 1 :

1) Posons v = u? + id. Pour tout z € R3,
u(v(z)) = u(u?(z) + z) = v*(x) + u(zr) = —u(z) +u(z) = 0.
Donc uov =0, ce qui implique :

Im(u? 4 id) C Ker(u).
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2)

3)

4)

On a Im(u? +id) C Ker(u). Soit E = R3.
Notons a = dim(Ker(u)), b = dim(Ker(u? +id)). On a :

dim(Im(u? + id)) < dim(Ker(u)) donc 3 —b < a donc a + b > 3.

Par ailleurs, si # € Ker(u) N Ker(u? + id), alors u(z) = 0 et u?(z) = —2 donc 0 = —z, donc z = 0.
L’intersection est réduite a 0.
Donc Ker(u) @ Ker(u? + id) = R3, ce sont des sous-espaces supplémentaires.

Soit A € R une valeur propre réelle de u, avec u(v) = Av, v # 0. Alors :
u?(v) = Mo = —Xv donc A* + X = 0 donc A(\? 4 1) = 0.

Donc A = 0 est la seule valeur propre réelle. Ainsi Ker(u) n’est pas réduit a 0. De plus u # 0 donc
Ker(u) # R3, et comme Ker(u) @ Ker(u? + id) = R3, Ker(u? + id) ne peut étre réduit a {0}.
Nousavonsa >1,b>1et a+b=3,donca=1et b =2 ou l'inverse.

Soit vy € Ker(u? 4 id) non nul. Posons vz = u(vz). Alors u(v3) = u?(vy) = —va. Ainsi v3 # 0. Si
(v2,v3) est liée, cela signifie que vy est un vecteur propre de u. Mais alors la valeur propre associée
est nulle et v3 = 0 : c’est absurde. Donc (vg,v3) est libre et b = 2. Alors a = 1, et si v; est un
vecteur directeur de Ker(u), (vi,v2v3) est une base de R3.

Alors, dans cette base, la matrice de u est :

00 O
0 0 -1
01 0

Exercice 2 :

1)

2)

Etudions le comportement de f prés de 0 et & infini :

(i) Prés de 0 : on utilise I’équivalent e — 1 ~ z, donc eff—il ~z quand z — 0T,
Donc f, et est intégrable au voisinage de 0.

(ii) Quand * — +o0 :onae®—1~e% donc :

2
x
flx) ~ or quand x — 400.

Et x—i =0 ( ! ), donc est intégrable a I'infini.

e 2
De plus f est continue sur R4 donc elle y est intégrable, et J est bien définie.
On utilise I'identité classique de la somme sur les séries géométriques (valide pour z > 0)
1 _ = —nx
e — 1 - Z € :
n=1

On insere cette expression dans 'intégrale :

—+o00 .'E2 “+o00 2+00
J:/ dx:/ xZe_mdm.
0 e —1 0 1

+o0
Pour inverser somme et intégrale, il reste a vérifier que si v, = / z?e 7™ dz > 0, alors E Un
converge. 0

On effectue le changement de variable u = nx
1 e

T, 2
/ xe_m‘dx:—g u’e "% du.
0 n° Jo

10
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Mais :
“+o0o
/ u?e "% du =2 aprés deux IPP,
0

donc : N 5
oo
/ 22e ™ dg = —
0 n

qui est le terme général d’une série convergente. Nous pouvons donc inverser somme et intégrale et

finalement :
+oo 2
J = E —.
n3
n=1

Planche 6 (Centrale 1)

Enoncé

On définit, pour a € R, la suite ((a)) par :
" neN

On pose :

bn :/01 (Z) dt.

1) Montrer que pour tout t € [0,1] et tout n € N, on a :

9

. = [t

2) Etudier la convergence de la série Z < )x”, pour t € [0,1], et x €] — 1,1].

n
n=0

3) Montrer que pour tout z €] —1,1] :

< 1.

Spr
= n(l+ z)

4) On peut définir :
fix— Z bpx™.
n=0

Montrer que :
-1

+0+ In(z)

fz =

5) La fonction f est-elle définie en —1 ? Est-elle dérivable en —1 ?

6) En déduire une valeur du rayon de convergence de f.

Corrigé

11
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1)

2)

3)

1)

5)

Le résultat est évident pour n = 0.

Sinon, pour t € [0,1] et n € N, on a :

‘(t)‘_’t(t—l)‘--(t—n—kl)
n n! ’

Pour tout k € [0,n—1],t—k € [—k, 1], donc |t —k| < k+1. Par produit, [t(t —1)---(t —n+1)| < n!

donc :
t
n

+oo o
(I+a)*=> 2", pour |z| < 1.

n=0 n

n!
< 1.

<*\
n!

Pour tout ¢t € R, on sait que :

¢

(n)

t
(n-i—l)
retrouve la convergence pour z €] — 1,1].

t—n
= | | 1, donc avec le critere de d’Alembert on
n+1 n—o+too

On peut aussi remarquer que

On considere :

+oo . +oo .1 . t
f(x):ngobnx :7;/0 x (n) dt.

1
Or/
0

intégrale :

t 1
x”( )‘ dt < / |z"| dt = |z"] et Z |z, | converge. Il est donc possible d’inverser somme et
0

+0oo
f(x) = /01 z:jo (i)ﬂ dt = /01(1+x)t dt.

On effectue le calcul :

1 A+ ] Q42 -(1+2)° (I+az)-1 ©
/(@) /0 (1+2) In(1+ z) 0 In(1+ x) In(1+ x) In(1 + z)
Finalement :
+o00o
Z b = T
= In(1+ )
On a :
-1 —1
f(x—l):x ~ —— quand z — 0T,
Inx Inx

On étudie la limite de f(z) lorsque x — —17 :

T
li = 1 _
A @)= I i
Posons © = —1 + h avec h — 0T. Alors :
“1+h -1
1@ =y~ gy
La fonction f admet donc une limite finie en x = —1 :
li = 0.
lim  f(2)

12
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6)

Ainsi, f est prolongeable par continuité en z = —1 en posant f(—1) = 0. On continuera de nommer
f ce prolongement.
On calcule la dérivée de f sur ] —1,1] :
1 T
fl(x) = -

In(l4+z) (I+2)n*(1+2)

Alors
lim f(z) = +oc.

z——17F
D’apres le théoréme de la limite de la dérivée (f étant continue en —1), f n’est pas dérivable en —1.

Soit R le rayon de convergence de f. Grace a la question R > 1. Mais si R > 1, alors f serait
dérivable en —1, ce qui est absurde. Donc R = 1.

Planche 7 (CCINP)

Enoncé (2 préparer en 30 minutes, le 2nd exercice est le méme que celui de la planche 2) :
Soit M € M5(R) telle que :

1)
2)

3)

1)

MM"=M"M et M?*+2I,=0.
Montrer que M " M est diagonalisable.

Trouver les valeurs propres de M " M.
1
V2

Trouver toutes les matrices M qui vérifient ces conditions.

Montrer que M est orthogonale.

Corrigé

1)

2)

On remarque que M ' M est symétrique car :
Tan ' Ty T T
(M'M) =M'(M'") =M'M.

Une matrice réelle symétrique est toujours diagonalisable dans une base orthonormée. Donc :

MM est diagonalisable |

Utilisons la condition M? = —2I,. Cela implique que M est inversible et que :
1
Mt =—-ZM.
2

Posons A = M " M. Nous savons déja qu’elle est symétrique, et il est facile et classique de montrer
qu’elle est positive. De plus, puisque M est inversible, A est aussi inversible et donc elle est symé-
trique définie positive. Elle est doonc diagonalisable & valeurs propres strictement positives.

Enfin A2 = MTMM™™ = M"M?*M"T = —2(M2)T = 4I5. Donc les valeurs propres de A sont
parmi mes racines de X2 — 4, donc +2. Mais d’apres la remarque précédente, seule 2 est racine de

A, et donc
A=)

13
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1
—2M. Alors

3) Soit Q = 73

1 1 1
QTQ=—M" - —M=-M"M.
V2 V2 2

D’apres la question précédente, M ' M = 2I,, donc :
T 1
Q Q:§'212:I2-

Donc :

1
— M est orthogonale |.

V2

1
4) Effectuons la synthése. Soit M une solution. Posons @Q = EM . Alors Q) est orthogonale. Si elle est

indirecte, le cours assure que c’est une symétrie orthogonale, donc Q? = I, donc M? = 2Iy : cest
absurde, donc @ est directe. C’est donc la rotation d’un certain angle . Alors Q2 est la rotation

d’angle 20, donc 220 = 7 [27] et § = 7/2 [r], donc Q = + (0

1 _01>, et donc finalement I’ensemble

des solutions est constitué des deux matrices
0 -1
+/2 ( Lo ) .

Planche 8 (Centrale 1)

Enoncé
+o0o

Soit (an),ecn+ & valeurs dans R. Nous posons D = {z € C, |[z| <1} et f : D= C, 2z Z anz" de rayon
n=1

de convergence R > 1. Enfin nous supposons que f est injective.

1) Montrer que si f(z) € R, alors z € R
2) Soitg : [0,7r] — R

1 (5 ()

Montrer que g ne change pas de signe.

3) Non donnée.

Corrigé
1) Soit z € D tel que f(z) € R.

On sait que tous les coefficients a,, sont réels, donc :

e 4o
flz) = Z anz" = Z anz" = f(2)
n=1 n=1

Mais si f(z) € R, alors f(z) = f(z). Donc f(z) = f(2).
Par injectivité de f, on en déduit que Z = z donc z € R.

14
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2) Ona f(e Zaneme donc :

n=1

+oo +o00o
0) = Im (Z anem0> = Z ap sin(nd)
n=1 n=1

+00
0 — a,e™ est continue et puisque R > 1, la série de fonctions 6 — Z ane
n=1
ment sur [0, 7], donc elle est continue. Par continuité de z — Im(z), la fonction g est continue sur [0, 7].

9 converge normale-

Supposons par 1'absurde que g change de signe. Alors il existe 01,62 € [0, 7] tels que :
g(6:1) >0 et g(62) <0

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe alors 6y € (01,62) tel que :
g(6p) = 0 donc Im (f (eiGO)) — 0 donc f <ei90) cR

Mais d’apres la question 1, si f(z) € R, alors z € R. Or e ¢ R pour 6y €]0,7[. C’est une
contradiction.

Donc g ne change pas de signe sur [0, 7.

Planche 9 (Centrale 1)

Enoncé
On définit || - || sur R? :

(7, y) oo = max(|z], [y[)
On définit :

2(0,1) = {(#,9) € R | (@, 9)lloe < 1}

A(0,1) = {(@.y) € B | ||(z, )]0 < 1}
On pose f :
f:%0,1) — R
3
(r.y) — — (@ +y) 5 (
1) Représenter %(0,1) et Z(0,1) comme produit cartésien d’ensembles de R

a:2+y2)+1

2) Justifiez que f € €1(#(0,1)). Déterminer le gradient de f pour (z,y) appartenant & %(0, 1), et les
points critiques de f.

3) On définit la surface S par :

S ={(x.y, f(x.y) | (a,y) € B(0,1)}

Déterminez tous les pomts (a,b) de (0, 1) tels que le plan tangent & S en (a, b, f(a, b)) est orthogonal
au vecteur directeur (0, —1,1).

15
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4) Déterminer les extrema de f.

Corrigé

1) On a :
12, y)lloo = max(fzf, [y]) <1 <= |z] <Tet |y[ <1

Donc :
$0,1) =] —1,1[x] — 1,1]

et de méme :

%(0,1) = [-1,1] x [-1,1]
3

2) La fonction f(z,y) = — (2% + y2)2 + 3 (2% + y?) + 1 est polynomiale donc elle est de classe €' sur

R? et en particulier sur %(0, 1).
Calculons le gradient :

of a2, o
B 4 (z® +y°) + 3z
of 9 o
9 dy(z* +y*) + 3y

Donc :
V() = (—4a(a® +y?) + 32, —4y(a® + y*) + 3y)

Les points critiques sont les points ou V f(z,y) = (0,0), ce qui se produit lorsque :

[xt=0ety=0] ou [—4($2+y2)+320].

Dans le second cas, on a

3
2 2
"ty =

Donc les points critiques sont :
- (07 O)

3
- Tous les points du cercle de rayon \2[ et de centre 0, qui est bien contenu dans #(0,1).
3) Soit (a,b) € %(0,1). Le plan tangent a S en (a, b, f(a,b)) est donné par :

of of
z = f(aa b) + %(av b)(l’ - CL) + @(G,b)(y - b)

On cherche (a,b) € %(0,1) tel que ce plan ait pour vecteur normal un vecteur colinéaire & (0, —1,1).
Un vecteur normal au plan tangent est :

n= (g‘;(a,b),g‘;(a, b),—l)

On obtient donc le systéme :

—4a® — 4’z 4+3a=0
JANER, { —4b® —4da?y +3b= -\
1=2A\

16
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soit 3
4a | —a® — b >:
a( a +4 0
JAER, 4b< a2—b2+i>:—)\
A=1
i.e.
4a(—a2—b2+3>:0
4
3
4b ( —a® — v? ):—1
(a +4
ou encore

[a=0] et [0=4b"—3b—1=(b—1)(46? +4b+1) = (b— 1)(2b+1)?]

Finalement les solutions sont : (0,1) et (0, —1/2).
4) Posons

3
g(t) = —t* + gt 1L

Alors
flz,y) = g(@® + ).

Planche 10

De plus, si (z,7) € %(0,1), 22 + y? € [0,2]. Nous allons donc étudier g sur [0,2]. Une étude de
fonction classique et sans difficulté assure que g est strictement croissante sur [0, 3/4] et strictement
décroissante sur [3/4,2], qu’elle atteint son maximum valant (5/4)% en 3/4, et son minimum valant

0 en 2.

3
f atteint donc son maximum valant (5/4)? sur le cercle de centre 0 et de rayon — (ce qui est
2

cohérent avec le résultat de la seconde question), et son minimum valant 0 en les quatre coins
(£1,+1) du carré £(0,1) (ce qui est 1a aussi cohérent : ce ne sont pas des points critiques mais ils

sont sur le bord du domaine).
Planche 10 (Mines-Ponts)

Enoncé
Exercice 1 : Soient M € N* et A € /#,(C) telle que A soit antisymétrique.

1) Montrer que A —I,, est inversible.
2) On pose M = (A —1,) (A +1,). Montrer que M € O,(R).
3) Est-ce que M € SO,(R) 7

Exercice 2 : Onposeu, : R — R etS: R — R
x v =
22 +n? T o= Y up(a)
n=1

1) S est-elle bien définie sur R ?

2) S converge t-elle normalement 7
3) Montrer que S est de classe €.
4) Donner un équivalent de S en 0.

5) Calculer la limite de S en +oo.

17
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6)

S converge t-elle uniformément 7

Corrigé :
Exercice 1 :

1)

2)

3)

Soit A € Sp(A) une valeur propre de A. Comme A est antisymétrique, on a AT = —A. Soit X € C"
tel que AX =X, avec X #0et X = (z1,...,2,). Ona :

XTAX = X"X
et aussi

XTAX =XTAX =(AT)'X = XX

On en déduit que A+ N)XTX =0. Or XTX = Z |21|? > 0 car X # 0.
k=1
Ainsi A\+ A =0et A ¢ R. Alors 1 n’est pas valeur propre de A, et donc

‘A — I, est inversible. ‘

MT=[A-1) A+1)] =(A+1)T [(A-1)7] =T +1,) [T~ 1) 7]

Or AT = —A, donc :
MT =(-A+1)(-A-1,)7!

On en déduit :
M'M=(-A+L)(—A-L) ' (A-1,)" Y (A+1,)

Remarquons que :
(—A-L) '=—(A+1)", (A-L)'=—-(-A+L,)"

D’ou :
M™M= (1, - A)A+1L,) (-A+L) Y4+1,)

Mais les polyndémes en A, ainsi que leurs inverses, commutent, donc

MM =(,-A)(-A+L) " (A+1,) ' (A+1,) =1,

Ainsi
‘M est orthogonale. ‘
De plus :
det(A+1,) det(A+1,)
M p— pu—
det M= G0 (A=T,) ~ det(A—T,)"
_det(A+1,)  det(A+1,)
~det(—A—1,) (=1)"det(A+1,)
= (-1y"
donc

‘M € SO, (R) si et seulement si n est pair.‘
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Exercice 2

1)

2)

3)

4)

Pour tout x € R et n € N*, I'expression uy,(x) est bien définie, et on a :

T2t n?
x kd
(@] = |25 | S

1

et comme E — est une série de Riemann convergente, la série converge absolument pour tout
n

xz eR.

‘S est bien définie sur R.

Une étude des variations de u,, sur Ry (ce qui est suffisant car w, est impair), assure que u,, est
croissante sur [0, n] est décroissante sur [n, +oo[. Elle vaut 0 en 0 et tend vers 0 en 400, donc |uy,|
atteint son maximum en n, et ce maximum vaut o Ce n’est pas le terme géngéral d’une série

n
convergente, donc

E Uy e converge pas normalement sur R.

Par contre, si K = [—A, A] est un compact de R, alors pour tout z € K, on a :
A
Uup(x)| < —
un(2)] <
o0
La série de référence Z — converge. Finalement
n=1

E Uy convergence normalement sur tout compact de R.

Chaque u,, est de classe ¥° sur R, et la dérivée est donnée par :

p n? — x?

Uy, () = m

Sur un compact [—A, A], on majore

n? 4+ A? 1 A?
1 T 27

Juy ()]

IN

n n n

Cette majoration indépendante de = € [—A, A] est le terme général d’une série convergente, donc la
série E u,, converge normalement. Par théoréme de dérivation terme & terme,

S € €' (R).
On remarque que S(x) = 2T (x) avec T'(z) = —5——- Pour chaquen € N*et z € R, | 57—+ <
i atn 2?2 4+ n?

— T converge normalement sur R. De plus ——— —— —, donc grace au théoreme de la double
n T4+ n® =0 n
+o00 71-2
limite, T'(z) — — = — et donc
z—0 o1 n2 6
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5) Une comparaison série-intégrale assure que pour x > 0,

n

/n+1 de 1 /n dt
<> < | 5
1 2?2 T a4k T o a? + 12

donc

1 1 1 L 1 1
p (arctan (n;— ) — arctan (a:)) < Z m < Earctan

k=1

En faisant tendre n vers +o00 et en mulitpliant par z il vient

T 1
- — — | < <
5 arctan <:c> < S(x)

s
-2

donc par encadrement

S(x)

T
—_—
z—+oco 2

Planche 10

6) Si S convergeait uniformément sur R, on pourrait utiliser le théoréme de la double limite

Up(x) —— 0 donc S(z) —— 0. C’est absurde, donc
T—r—+00 r——+00

‘S ne converge pas uniformément sur R, seulement sur tout compact.
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