LycEE LA MARTINIERE MONPLAISIR ANNEE 2024/2025
PST* MATHEMATIQUES

Exercices de préparation aux oraux
A préparer a la maison

I. Algebre

Exercice 1 ( % ¥ ) Puisque degP = n, la famille # =
(P,P',...,P™) est une base de R[X |. D’apres la formule de Taylor

n

at .
pour les polynémes, P(X + a;) = Z _—fP(Z) (X) donc le déterminant de
il

1=0
(P(X +ao), P(X +a1),...,P(X + ay)) dans & est

(ﬁ ;) V(ao, e ,an)

=0 "

ou V désigne le déterminant de Vandermonde, qui est non nul car les ax
sont deux a deux distincts.

Exercice 2 ( % % %)

1) Soient «,---,qq les racines strictement positives de P. P étant
continue et dérivable, par le théoréme de Rolle, P’ admet une racines
sur tout intervalle Jayg, ag+1[ ce qui localise déja p — 1 racines donc
Z(P" > Z(P)—1.

2) On va commencer par supposer que n; = 0. On désigne par aq, ..., a4
les racines strictement positives de P et par ki,. .., kq; leurs multipli-
cités respectives. On va étudier le nombre de racines de P’ situées
sur un intervalle de R* sur chaque intervalle ouvert défini par deux
racines de P. On va utiliser la propriété qu'un polynéme ne change de
signe qu’en ses racines de multiplicité impaire. En posant ag = 0 et

apt1 = +00, on désigne par by, le nombre de racines de P’ comptées
avec leur multiplicité sur 'intervalle oy, agy1][.

e Chaque racine «; est une racine d’ordre k; — 1 de P’.

e Sur un intervalle Jag, ayy1[, P étant de signe constant, P’ est du
signe de P en oz]j et de signe opposé en a; et en ag_ ;. P’ a donc sur
un tel intervalle un nombre impair de racines de multiplicité impaire
donc by est impair.

e Sur l'intervalle Jay, +00[, P est du signe de son terme dominant
donc de a, : P’ est du signe de P en a; et au voisinage de l'infini
donc le nombre de racines de P’ de multiplicité impaire est pair : b,
est donc pair.

e En 0™, P est du signe de a; et comme on a supposé n; = 0, P’ a le
signe de az en 07 et en o], P’ est du signe de —P, aussi si ajaz > 0,
P’ change de signe entre les deux extrémités de I'intervalle donc by
est impair et si ajas < 0, by est pair. Posons v = 1 si ajas < 0 et
v =0 si ajaz > 0, on a ainsi prouvé que by + v est pair.

e On a ainsi :

q q—1 q—1
Z(P)4v=> (kj=1)+ > by+bg+bo+v = Z(P)+ Y _(bp—1)+bg+by+v
j=1 j=1 j=1

ce qui prouve que Z(P') +v — Z(P) est pair.

Diviser par X™ ne change ni V(P) ni Z(P). Ainsi si P = a; X™ +
agX”2 + -+ apX"P, PO = a1 + a2Xn2*nl + - 4 apX”p*nl et
Py = Py = az(ng—n1) X" ™M+ +ay(np—ng) X" ™ ona V(Py) =
V(P), Z(P) = Z(P). De plus, comme les nombres b; = (n; —n1)a; et
a; sont de méme signe car n; > nj, on remarque que V(P) = v+V (Py).
Ce qui précede prouve donc que Z(P) — V(P1) — (Z(P) — V(P)) est
pair : les deux nombres Z(P;) — V(P;) et Z(P) — V(P) sont donc
de méme parité.

Il suffit de terminer par une récurrence portant sur I'indice p du texte.
Sip=1, Z(P)=V(P) =0 donc la différence est paire. Si la relation
est vraie a 'ordre p — 1, en utilisant ce qui précede, Z(P) — V(P) a
la parité de Z(Py) — V(P1) qui est pair par hypothese de récurrence.

Exercice 3 ( % % 7¥)



1) Multiplicité impaire : changement de signe au voisinage de la racine.

2) Evident.

11 suffit de voir par le module que (S?+772)(5? +T%) s’écrit comme somme
de deux carrés.

Exercice 4 ( % % 7%7)  Soit H un supplémentaire de G' dans E (qui
existe car E est de dimension finie). On considere I'application

¢ : YH,F) - Z(E,F)
u = (x=y+2z—u(z)),

ol & = y + z est 'unique décomposition d’un vecteur de F sous la forme
d’une somme y + z avec y € G et z € H. Voici trois propriétés de ¢ qui
résolvent 1’exercice.

— Elle est linéaire : si u et v sont deux éléments de Z(H, F), si « et
(B sont deux scalaires, si x = y + z est un vecteur quelconque de F
décomposé suivant la somme directe G & H, alors

o(au+ pv)(z) = (au + Pv)(2) = au(z) + Pv(z)

= ap(u)(x) + Be(v)(x) = [ap(u) + Be(v)](z),

ce qui prouve que les applications linéaires ¢ (au+[v) et ap(u)+LBp(v)
sont les mémes.

— Son image est A : en effet, pour toute u € Z(E, F) et tout y € G,
on a o(u)(y) = p(u)(y+0) = u(0) = 0, ce qui montre que G C Ker u,
donc que ¢(u) € A, donc que Im ¢ C A. Réciproquement, si v € A,

'application u = v,y appartient bien a Z(H, I) et vérifie p(u) = v.

On en déduit que A est un sous-espace vectoriel, en tant qu’image
d’un espace vectoriel par une application linéaire.

— Elle est injective : en effet, si p(u) = 0, cela signifie que u(z) =0
pour tout z € H, c’est-a-dire que u est I'application nulle sur H, donc
est ’élément nul de Z(H, F'). 1l en résulte que la corestriction de ¢
a son image, qui est A, est un isomorphisme, et on en déduit que

dimA =dim Z(H, F) = (dim F — dim G) dim F.

Exercice 6 ( % % 7¥) Commencons par un résultat simple : si
P € R,[X] non nul, on note P(X) = P(X + 1) — P(X). Alors, en
comparant les termes dominants dans chaque membre, on montre que
deg Pl = deg P — 1. .

1

Par récurrence, si k € [1,n — 1], on note PFE+1] = (P[k]) .
Alors si k < n, deg P¥l = deg P — k, et Pl = 0.

Appliquons cela ici : commengons, dans A, par soustraire la colonne j a
la colonne (j+ 1) pour j de 1 & n— 1. La lére colonne de A est inchangée,

mais si j € [2,n], la colonne j vaut alors (P[l] (x+j+i-— 2)) , :
1<i<n+1

Sur la nouvelle matrice obtenue, réitérons cette opération : on soustrait

la colonne j & la colonne (j 4+ 1) pour j de 2 an — 1.

Et ainsi de suite : a la k éme itération on soustrait la colonne j a la

colonne (j + 1) pour j de k an — 1.

Au bout de (n — 1) itérations, on obtient la matrice A’ dont la colonne j

vaut (P[j_l] (x+j+i— 2)) , pour j de 2 & n. Sa derniére colonne
1<i<n+1

est nulle, donc 0 = det A’ = det A, d’ou le résultat.

Exercice 7 ( % % 77)

1) P=(-1)"xa(-2).
2) Question pénible. On prend A + ¢;Id, on retranche la lére ligne a

toutes les autres, on développe par rapport a la i-eme colonne, et on

redéveloppe le résultat par rapport a la (k — 1)-éme ligne. On trouve
n

P(a;) = a; H (a; — ag).
k=1, ki
n n
3) On note Q = ZX H (X — ag), alors P — @ est de degré n, de
i=1 k=1, k#i

coefficient dominant 1 — n, et s’annule en a1, ...,a,, donc P — Q =
n
(1—-n) H(X — ay), donc
k=1

n

P:(l—n)H(X—ak)—l—zn:X IT X—a.

k=1 i=1 k=1, k#i



4) Apres simplification on trouve

P(X) e X
(X—a1>"'(X_an)_(1 )+;X_az

5) det(A+1,)=P(1)=(1—n) ﬁl—ak —1—2”: ﬁ (1—ag)
k=1 i=1 k=1, k#i

Exercice 11 ( % ¢ ¥¥)

1) Posons P, la partie principale du DL de /1 4+ z en 0 a 'ordre n :
V142 = P,(x) = ¢(a™). Puisque l'on sait que le terme constant de
P, vaut 1, alors (P,(z) = ¢(z")* = P2(z) 4+ ¢(2), donc 1 + & —
P2(x) = o(z™). Ainsi le polyndéme 1 + x — P?(x) n’a pas de terme
de degré < n, donc il est divisible par z"*!.

2) 1l existe un polynome Q tel que X"*1Q =1+ X — P2(X). On évalue
en N, et comme N""! = 0 (résultat classique pour une matrice
nilpotente), I,, + N — P2(N) = 0. 11 suffit de poser B = P, (N).

Exercice 14 ( % % %)

1) Cours : toutes les valeurs propres sont strictement positives.

2) Soit p l'ordre de B et ¢ celui de D. B est symétrique car A Dest.

Donc elle est diagonalisable. Soit  un vecteur propre de B, on pose
X = (z,04) (le comprendre comme un vecteurs par blocs, constitué
de deux blocs de taille p et ¢). Alors en effectuant un produit par

blocs, X TAX = 2" Bz > 0. Donc B est définie positive et det B > 0.

Idem avec D.

3) Résultat classique : il existe By et Dy symétriques définies positives
telle que B = B} et D = D?. Posons Q = diag(B; ', D7!). Alors

B I Brteprt\ (1 B\
QAQ—<D110T311 I “\gm 1))=Y

(det Q)2 det A = —3°t4

D det M = T e
one de det(B) det(D)
montrer que det M <1

Il s’agit donc de

ET 1 0 I-E'E
det M = det(I — ETE). Or ETE est symétrique positive, donc dia-
gonalisable & valeurs propres réelles dans Ry. Alors I — ETE est
diagonalisable & valeurs propres dans | — oo, 1].

Montrons que les valeurs propres de ET F sont inférieures ou égales
a 1. Si Pon y parvient, alors les valeurs propres de I — ET E seront
dans [0,1], et on aura fini.

Par I’absurde, soit A > 1 une valeur propre de ETE, et Z tel que

1
ETEZ = \Z. Posons p = —V/\ < 1. Alors —ETEZ = uZ et
ol

1 1
~E'EZ +7Z = (u+1)Z. Posons Y = —EZ, donc EZ = uY et
Ju!

Y+EZ>

On remarque que (_I 0) M = <I E ), d’ou l'on tire

E'Y +7Z

(1 +1)X et donc M a une valeur propre réelle strictement négative.
Mais M = QAQ = QAQ" est symétrique définie positive car A Dest.
D’ou le résultat.

ETY = uZ. Posons enfin X = (1;)’ alors MX = (

Exercice 16 ( % 77 77)  Analyse. Si M2 =M et MM = MM, alors
la matrice N = M "M = MM7 est symétrique et vérifie N2 = N, donc
N est la matrice d’une projection orthogonale.

Or Ker(M) = Ker(N) (une inclusion évidente et I'autre via X ' NX =
|MX||?) et Im(N) C Im(M), donc Im(N) = Im(M) au vu des dimensions
(et du théoréme du rang).

On en déduit que M est la matrice d’une projection orthogonale (et
que N = M).

Synthese. Réciproquement, il est clair que toute matrice de projection
orthogonale convient (car alors M| = M).

Conclusion. Les matrices cherchées sont les matrices de projections
orthogonales.

Exercice 17 ( % % 7)

:>OnsupposeE:FEJ]§G.Soitm€E x = pr(z) + pa(x), pr(x) L
pe(@), d(z, F) = ||z —pr(@)l| = lpa ()] et d(z, &) = |z - pG()H



lpr ()|l Avec Pythagore, on a [z]|* = |pp(2)|* + [pc(x)|? =
d*(x, F) + d*(x, G).

— e Il est immédiat (mais pas tres utile compte tenu de la suite) que
FNG={0} :soit v € FNG, ||z||? = d*(z, F) + d*(z,G) =
0+ 0=0donc z=0.

e 1 G :solent x € F,ye Get z=x+y. Onad(z,F) =
Iz —pr(2)|| < ||z — x|l = |[yll et de méme d(z,g) < [|lz]|. Alors
1217 = ll=l” + lylI* + 2z [ y) < [l2]? + [lyl?, dot (= | y) <O.
On a de méme (x | —y) < 0 donc (x| y) =0 donc F L G.

e On montre que F' & G = E en prouvant que (F & G)* = {0}.
Soit # € (F @ G)*. Les projetés orthogonaux de z sur F, G et
F & G sont égaux et nuls. Ainsi, d(z, F) = d(z,G) = ||z, il
s’ensuit que ||z]|? = 2||z||? donc que z = 0, ce qui prouve que

1
E=Fa&d.

Exercice 18 ( % % ¥¥) On suppose que n = dim E > 2 dans tout
Pexercice (si n = 1, 'endomorphisme f, s’identifie & z — (1 + )z via
I’isométrie entre E et R consistant a envoyer a sur 1, et les réponses sont
immédiates : o # —1 pour la premiére question, tout vecteur non nul
est propre pour la valeur propre 1 4+ « pour la deuxiéme, o = —2 pour la
troisieme, et enfin tout endomorphisme est symétrique pour la derniére).

1) Soit x € E. Alors

fao fa(x) = fa(x) + afa, fg(x))a = x + f{a,x)a + a(a, x + B{a, z)a)a
=z + B(a,z)a + ala,x)a + af{a,x){a,a)a
=z + B(a,z)a + ala,x)a + af{a,x)a
=z + (a+ B+ apf){a,x)a.

On en déduit que
Ja o fg = fatp+ap-
Si @ = —1, on reconnait dans ’expression de f_1 que f_1 est le

projecteur orthogonal sur 'hyperplan orthogonal & a, qui n’est pas
bijectif (de noyau Vect(a)).

2)

3)

4)

Sinon, le calcul ci-dessus montre que fo © f_q/(14q) = Idg, donc que
fo admet un inverse a droite, donc un inverse (car F est de dimension
finie, puisqu’il est euclidien).

Si a =0, alors f, = fo = Idg. Les réponses sont claires : Sp (fy) =
{1} et Er(fo) = FE

Sinon, on pose H = a™, et on constate que fa(z) =2 <= z € H,
donc que 1 est valeur propre de multiplicité au moins n — 1 et que
Ei(fo) = H. De plus, fo(a) = (14 a)a. Comme a ¢ H, on en déduit

que
Sp(fa) ={1,14+a}, Ei(fa)=H=a" Eiia(fa)= Vect(a).
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors

(fa(®), fa(y)) = (x + ala, 2)a, y + ala, y)a)
= (z,y) + 2a(a, 2){a, y) + a*(a, z){a, y) |l
= (z,y) + a2+ a)(a, 2)(a, y).

Soit v € Z(F). On sait que v € O(FE) <= V(z,y) €
E?, (u(z),u(y)) = (x,y) (c’est une des définitions possibles). On en
déduit que f, € O(E) < V(z,y) € E%, a(2 + a){a,z){a,y) = 0.
En appliquant cette condition avec x = y = a, on obtient la condition
nécessaire

ala+2) =0,

et il est clair que cette condition est aussi suffisante. On conclut que
fa est un automorphisme orthogonal de FE si et seulement si o = 0
(auquel cas, fo, = fo = Idg) ou @ = —2 (et on reconnait dans f_o la
réflexion orthogonale par rapport a I’hyperplan aL).

L’endomorphisme p,: x € E +— (a,x)a est le projecteur orthogonal
sur la droite Vect(a) : le cours affirme que c’est un endomorphisme
symétrique. Alors f, = Idg+ap, est une combinaison linéaire d’endo-
morphismes symétriques : c’est donc un endomorphisme symétrique,
toujours d’apres le cours, et ceci quelle que soit la valeur de a.



Exercice 20 ( % % 7¥)

La réponse est
U=V.

La condition est clairement suffisante car si U = V on a %(U +5V) =
U € O,(R).

Réciproquement supposons que U,V et W = %(U + 5V') appartiennent
a Oy, (R). On utilise le produit scalaire canonique de .#,(R) pour lequel
une matrice orthogonale est de norme /n. On a donc ||3(U + 5V)|| =
U] = ||[V]| = v/n. Il y a donc égalité dans 'inégalité triangulaire :

1 ) 1 )
o)+ [3v] = g+ 2ivi=va.

Vi = 6 6

1
Jsw+o] <]

Or pour une norme euclidienne, I’égalité dans I'inégalité triangulaire se
produit si et seulement si les deux vecteurs sont positivement colinéaires
: il existe donc un réel A > 0 tel que %U = )\%V et (norme) % = %)\, donc
U=V.
Généralisation

csit€]0, et W = (1 —¢)U +tV alors

WeO,(R) < U=VW

Exercice 21 ( % % 7¢)  Soit A =
[resp. lignes] étant normées, Vi, j € [1; n],

(a;,;) une telle matrice. Les colonnes
la; j| <1 donc a;j =0,1 ou

—1, et donc un seul terme par colonne [resp. ligne] est non nul et vaut +1.

La matrice de terme général |a; ;| est donc une matrice de permutation il
y en a Card S,, = n!, chaque telle matrice fournissant 2" possibilités pour
placer les signes —. Au total donc, il y a 2"n! matrices ne comportant
qu’'un seul terme non nul sur chaque colonne et chaque ligne, ce terme
étant 1 et il est clair qu'une telle matrice est dans O, (R) N .#,(Z). En
conclusion,

Card (O, (R) N A (Z)) = 2"nl.

Exercice 22 ( % 77 7%)

1)

2)

3)

)

1)

Si X et Y désignent les vecteurs colonnes des composantes de z et y
dans la base canonique, on sait que (x,y) = X 'Y. Cette interpréta-
tion et 'antisymétrie de A permettent d’écrire que

V(z,y) € B, (f(z),y) =

Si A est une valeur propre de f et x un vecteur propre associé, alors
(f(z),2) = Az, 2) = \||z||?, qui est aussi égal & —(x, f(z)) = —\||z|]>.
Par suite, A||z||?> = 0 et, comme z est un vecteur propre donc non
nul, A = 0. On vient de démontrer que zéro est la seule valeur propre
éventuelle de f.

Il reste & voir que c’est effectivement une valeur propre de f. Or la
dimension de F est impaire, donc le polynéme caractéristique de f,
a coeflicients réels et de degré impair, admet au moins une racine
réelle, ce qui termine la preuve.

D’apres la question précédente, det(A — Ion41) = xa(1) et det(A +
Isp+1) = xa(—1) ne sont pas nuls, donc les matrices correspondantes
sont inversibles.

On calcule BT B (le passage de la deuxiéme & la troisicme ligne est
justiﬁé par le fait que deux polyndémes en A commutent)

= [(Ians1 + A7 (Tang1 — A) T (Tong1 — A)(Tong1 + A) 71

= (Iont1 — A) H(Tons1 + A)(Tons1 — ATz + A) 7

= (Iont1 — A) HIang1 — A)(Tops1 + A)(Izpyr + A) 71
=1 2n+1-

Ceci prouve que B € O2,4+1(R), et on sait alors que det(B) = +1.

Mais det(B) vaut aussi % avec det(Iop41+A) = det((I2p+1+
A)T) = det(Izpy1 — A), donc
det B =1.

Exercice 23 ( * *)

Si p est un projecteur orthogonal, alors p* = p et pop = p, donc
a(p) = tr (p) = rg(p).

(AX)'TY =XTATY = —XTAY = —XT(AY) =

—<l‘



2) Soit p un projecteur quelconque de rang r. Soit (e, ..., e,) une base
orthonormale de Im(p), complétée en une base orthonormale # de
E. La matrice M de p dans £ est de la forme

I A
=5 3)

et comme A est orthonormale, la matrice de p* dans £ est

I, 0
On a donc
T [ Ir A
MM = <AT ATA+BTB

et a(p) =tr(p*op)=tr (M M) =r—+tr(ATA) +tr (B'B). On en
déduit que
a(p) =,

puisque tr (AT A) > 0 et tr (B B) > 0.

De plus, 1'égalité est réalisée si et seulement si tr (AT A) = tr (B B) =
0, i.e. si et seulement si A et B sont nulles. Vu la définition de M,
on voit donc que ’égalité a(p) = r est réalisée si et seulement si p
est une projection orthogonale.

Exercice 26 ( X Kk %)  Si A est symétrique réelle et si P € O,(R)
diagonalise A, alors, quitte a changer la derniére colonne de P en son
opposé, on peut supposer que P est la matrice d’une rotation.

Ici, si D est la matrice diagonale des valeurs propres, on a A = PDP~!
et B=QDQ™ ', avec P et () matrices de rotations. Par conséquent, la
matrice QP~! € Oy(R) convient.

Exercice 27 ( % % 7¢)  On note u I'endomorphisme canoniquement
associé a A, et Z = (ey,...,e,) une base orthonormale de vecteurs propres
de u, avec u(e;) = A\;e; pour tout 7.

1) Soient z € R™ de norme 1, et (z;)1<i<n les composantes de x sur %.
Alors

n n

(u(z),z) = Z)\,x? > )\123;? = A1,
1=1

i=1
donc \; est bien un minorant de ’ensemble {(Az,x), z € R" et ||z| =
1}. D’autre part, (u(e1),e1) = A1, donc A1 appartient a l’ensemble
en question. On en déduit que

A1 = min{(Az,z), z € R" et ||z]| = 1}.

2) D’apres la premiére inégalité de la question précédente — les notations
n
sont les mémes —, si (u(x),z) = A1, alors Z()‘l —1)z? = 0. Comme
i=1
il s’agit d’une somme de nombres positifs, elle ne peut étre nulle que
si tous les nombres en jeu sont nuls :

Vie[1,n], (\—A)zZ=0.

Notons m; la multiplicité de Aj, qui est aussi la dimension de E}, (u).
On a donc A\; = -+ = Ay < Apy41 < ---. La condition Vi €
[1,n], (A;—A1)z? = 0 est donc équivalente & Vi € [my+1,n], 22 =0,
ou encore & x € Ey, (u). On a bien

Azr = M\x.
3) Ona [z]? = 7[> + 2~ ||* et
M|z)|? = (Az,z) = (AzT 2 t) + (Az™,27) — 2(Az™, 27).

On en déduit que
1

1
(Aot 27) = 3 ((Aa*2%) + (Ax”,27) = Afl2l?) > 5 (Aallat I+ Malle™)1” - A

2

Exercice 28 ( % % %)  On commence par reformuler I’exercice dans
Z(E), ou (E,{ , )) est un espace euclidien de dimension n. Soit u
un endomorphisme de F, symétrique, de valeurs propres A\; < -+ <



An répétées avec leur ordre de multiplicité. La premiere question fait
démontrer le théoréme de Courant et Fischer :

A = min

k= ( max <u(m),:z:>> = max ( min  (u(z),
Fsev de E,dim F=k \ z€F, ||z|=1 Fsev de E,dim F=n—k+1 \ z€F, ||z|=1

Seule la premiere égalité était demandée dans I’énoncé tel qu’il a paru,
alors que les deux sont nécessaires. Comme F' est de dimension finie dans
les deux expressions ci-dessus, la spheére unité {x € F, ||z| = 1} de F
est compacte, donc l'application continue x — (u(x),z) y est bornée et
atteint ses bornes, ce qui justifie 'usage du maximum et du minimum
« intérieurs » dans les expressions ci-dessus.

On notera (e, ..., e,) une base orthonormale de vecteurs propres de u,
avec u(e;) = \;e; pour tout ¢ € [1,n].

1) On pose Fj, = Vect(eq,...,ex) et Ff = Vect(eg,...,ep), qui sont
deux sous-espaces vectoriels de E de dimensions respectives k et
n—k+1.

k
— Siz = Zmiei € Fj est de norme 1, on a (u(x),z) =
i=1

k k
Z)\lez < )\ka? = N\ et <u(ek),ek> = A, donc A\ =
=1

=1
maX,ep, ||xH:1<u(3:),x>.

n
— De méme, si ¢ = E xie; € Fy est de norme 1, on a
i=k

(u(x),z) = Z)\le > )\ka? = A\ et (u(eg), ex) = A\, donc
i=k i=k

Ak = mingeps (2 =1{u(z), ).
Soit maintenant F' un sous-espace quelconque de F de dimension
k. Comme dim F +dimF = k+ (n—k+1) =n+1>mn, il est
impossible que F' et F} soient en somme directe, donc F'NFy; contient
au moins un vecteur y de norme 1 (au moins deux en fait). Comme
y € Fy, il vérifie (u(y),y) > Ak, et par conséquent

ma u(x),z) = .
et ) ) > 2

2)

On en déduit que I'ensemble {max,cp, |z(|=1(u(z), z), dim F' = k}
est minoré par A\ (et bien stir non vide). Il admet donc une borne
infjrieure qui est plus grande que Ag

z)

inf > M.
F sev deli_]l,dimF:k <xeFI‘],aa§||1<u<x)’x>> = Nk

Comme par ailleurs max,ep, | |z|=1{w(¥), =) = Ak, cette borne infé-
rieure est un minimum et vaut Ag, ce qui établit 1’égalité souhaitée

A = i |
F Fsev de{%‘lﬁim F=k <I€I£’n?;(”1<u(:(:)7 .%'>>

L’autre se démontre de la méme fagon.

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme d’entrelacement de
Cauchy.

Soit H un hyperplan de E, et p le projecteur orthogonal sur H. Cette
question revient & démontrer que les valeurs propres de I’endomor-
phisme (de H) v: x € H — powu(z) € H sont entrelacées avec celles
de u [appliquer ceci avec H le sous-espace vectoriel de R™ engendré
par les n — 1 premiers vecteurs de la base canonique & = (&;)1<i<n
: si A est la matrice de u sur &, alors B est la matrice de v sur
(€i)1<i<n—1]-
On commence par remarquer que B est bien une matrice symétrique
réelle, c’est-a-dire que v est un endomorphisme symétrique de H. La
question précédente donne alors

Vk e [1,n—1 = min max
[t b Fsev de H,dim F=k \ z€F, ||z||=1

(v(x), .TU)) = min

Comme I’ensemble des sous-espaces vectoriels de H de dimension k est
inclus dans ’ensemble des sous-espaces vectoriels de F de dimension
k, on dispose d'une premiere inégalité

Ak < k-

- F'sev de H,dim F=k



La question précédente montre aussi (& condition d’avoir démontré
la totalité du théoreme de Courant et Fischer) que

Vk e |1,n—1 = max min (v(x),x) | =
[[ ’ ]]7 i Fsev de H,dim F=n—k \ z€F, ||x\|:1< ( )7 > Fsev deHdlmFSn k

En effet, la dimension de H est n — 1 et non n... Comme ’ensemble
des sous-espaces vectoriels de H de dimension n—(k+1)+1 = n—k est
inclus dans I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E' de dimension
n — k, on dispose de la deuxiéme inégalité, qui achéve ’exercice :

HE < gyl

Exercice 29 ( % % %)

1) Soit A, B € ., (R) et a > 0. Les matrices A + B et aA sont évidem-
ment symétriques. Pour tout u € R", on a u' (A + B)u = u' Au +
w Bu>0,etu' (aA)u=au’ Au> 0, donc A+ B,aA € .7} (R).

2) Soit u € R" et S = uu' (clairement symétrique). Pour tout 2 € R",

2
onaz'Sr=(r"u)(ux) (Z xzuz> > 0 donc S € .7 (R).

3) Soit M une matrice de ., (R). Si M € .%,F(R), alors pour toute
valeur propre A de M, en considérant u un vecteur propre asso-
cié, on a u' Mu = u' u = Al|lu|> > 0 donc A\ > 0. Réciproque-
ment, si toutes les valeurs propres de M sont positives, alors via
le théoréme spectral on peut écrire M = Pdiag(\1,...,\,)P " avec
P orthogonale, et Ay,..., A\, = 0. Pour tout v € R”, on a donc
u' Mu = v'diag(Ai,...,A\)v, ot v = PTu = (vg,...,v,). Soit

n
ul Mu = Z )\kvi >
k=1

4) Soit A,B € Z(R) et u = (uy,...
diag(u1,...,u,). On a

n n
UTAQBU = Z Z uia@jbi,ju]' =
i=1j—=1

0, ce qui permet de conclure que M € .7,F(R).

,up) € R™ Posons D, =

n

an > [DuAD,);; bij =

i=1j=1

(D,AD, | B),

5)

ou (- | -) désigne le produit scalaire canonique sur .#,(R). On a donc
aussi

min  Nu(x), z)
oit xlfrfe !‘rg'cme carrée ST (R) de A, 8 une racine carrée dans
T (R) de B (que l'on construit via le théoréme spectral par exemple
:si A = Pdiag(\i,...,\)PT, alors o = Pdiag(v/A1,..., V)P

convient). II vient

TAiBu = tr Q(DuAD,?TB> = tr (DyATD,B) = tr (D,AD,B).
ans

u' AOBu = tr (DuQZDuﬁ2) = tr (BDuQQDuﬁ) = (aDyB | aDyB) = ||aDy 8| >

Ceci est vrai pour tout u € R", donc .7, (R) est stable par produit
de Hadamard.

Soit (uq, ...
Notons plutdt, pour tout k € N, S}, = (sz(,;) ) la matrice telle que

SE? = (uju] + c)k.

,Up) une famille de vecteurs de R"™ et ¢ € [0;+o0].

D’abord, la matrice S; est dans .7, (R). En effet la matrice G de
terme général u, u; est dans .7, (R) : elle est clairement symétrique,
et s’écrit M'T M, ott M est la matrice de la famille (u1, . .., u,) dans la
base canonique. Pour tout z € R”, on a donc z' Gz ="' M "Mz =
|Mz||? > 0. Et la matrice de terme général ¢, soit cJ,, est également
dans .77 (R) : la matrice Attila .J, s’écrit vv' avec v = (1,...,1)
donc est dans ., (R) via la question [2)| et donc ¢J,, € .7, (R) via la
question puis S1 = G+ ¢J,, € . (R) toujours par la question
Pour conclure, reste a raisonner par récurrence sur k.
— Clairement, Sy = I, € .,;F(R), et 'on vient de prouver que
S €% rj_ (R)
— Soit k € N, supposons Sy, € .7, (R). Alors Sk11
Sk+1 € 7 n+ (R)

=5, ® S donc

Par récurrence, on conclut que Si € ., (R) pour tout k € N.

Exercice 31 ( % % 7v)



1) p et g sont des projecteurs orthogonaux, donc ils sont symétriques,

et donc p — q aussi.
Soit x € F, on le note x = y + z avec y € Kerp et z € Imp,
donc p(x) = z. Alors (x,p(z)) = ||zH2 > 0. D’autre part, H,z||2 =
HxH2 — HyH2 < H:1:||2 avec Pythagore. De méme, 0 < (x,¢q(x)) < H:1:||2
Alors — ||z]|* < (x, (p — ¢)(@)) < ||lz||>. Si  est un vecteur propre de
valeur propre X, (z, (p — ¢)(z)) = A||z||%, donc X € [—1,1].

2) z € Ker(u—id) implique que (z, u(z)) = — |||, ce qui n’est possible
que si p(z) =0 et g(z) = x, donc = € Ker(p) N Im(q). La réciproque
est évidente.

De méme, Ker(u + id) = Im(p) N Ker(g).

II. Analyse

Exercice 32 ( % ¥¢ ¥r)  Comme (u,) décroit, elle posséde une limite
finie ou infinie. Le deuxiéme cas est impossible car alors u, +un41 tendrait
vers —oo, alors que % tend vers zéro. On note alors £ la limite finie de
(up). Dans ce cas, uy, + up4+1 tend a la fois vers 2¢ et zéro, donc

¢ =limu, = 0.

La décroissance de (u,) donne I’encadrement suivant :

1 1 1
§(un + un+1) < Up = i(un + un) < 5(“71 + Unfl)'

Par hypothese, le minorant est équivalent a % et le majorant a ﬁ,

A ;. 1
lui-méme équivalent & 5. On conclut que

1

n ~ .
n—+oo 2n

Exercice 34 ( % % %)

1) Soit @ € V(u) et » > 0. Par définition il existe une sous-suite v

de u qui converge vers a, donc a partir d’un certain rang ng, on a
vy, € B(a,r). En particulier B(a,r) contient une infinité d’éléments
de u.
Réciproquement, si toute boule ouverte centrée en a contient une
infinité d’éléments de u, alors on peut (par exemple) par récurrence
construire une suite d’entiers (p(n)),en strictement croissante de la
fagon suivante :

— »(0) =0.
— Pour tout n € N, ¢(n + 1) est le plus petit entier k supérieur
a ¢(n) tel que uy, € B(a, %) ot d, = ‘uw(n) — a‘ (un tel entier
dn

existe car B(a, §) contient une infinité d’éléments de u).

Par construction on a Vn € N, d,41 < %" donc d, T> 0, autre-
n—-+0oo

ment dit la sous-suite u, tend vers a.



2)

3)

4)

Soit a ¢ V(u). L’équivalence précédente donne un r > 0 tel que
B(a,r) contient un nombre fini de termes de la suite u. Mais alors,
pour tout b € B(a,r), on a B(b,r —|b—al|) C B(a,r) donc B(b,r —
|b — al]) contient encore un nombre fini de termes de la suite u, ce qui
prouve que b ¢ V (u).

Ceci prouve que le complémentaire de V(u) est un ouvert donc que
V(u) est un fermé.

11 suffit de considérer 'ensemble A = {n € N|Vm > n, uy, < u,}.
Si A est une partie finie de N (donc bornée), alors en notant ny un
majorant strict de A, on a Vn > ng, n ¢ A soit Yn > ng, Im >
n, U, > Un. On construit alors une suite extraite strictement crois-
sante u, en posant ¢(0) = ng et pour tout k € N, p(k + 1) P'entier
minimal (strictement) supérieur a ¢ (k) tel que ug(gy1) > U@y, qui
existe par ce qui précede.

Si au contraire A est infini, on peut énumérer ses éléments, c’est-
a-dire écrire A = {p(n), n € N} avec ¢ strictement croissante. Par
construction de A on a alors Vn € N, p(n+ 1) > ¢(n) et ¢(n) € A
donc Uy (ny1) < Ugp(n), autrement dit u, est décroissante.

On suppose que u est bornée, a valeur dans [—M ; M| pour un
M > 0.

D’apres ce qui précéde la suite u admet une sous-suite monotone,
elle-méme bornée donc convergente. Autrement dit V' (u) est non vide.
Si V/(u) est réduit a un singleton {¢}, alors pour tout € > 0 I’ensemble
(fermé) [—M ; M ]\ |€ —e; ¢+ €[ contient un nombre fini de termes
de la suite, sinon il contiendrait tous les termes d’une sous-suite de u
qui admettrait elle-méme une sous-suite monotone donc convergente,
dont la limite serait un élément de [—-M ;M |\ ]l —¢e;¢+ e[ et de
V(u), ce qui est absurde.

Autrement dit, pour tout £ > 0, il existe un rang ng a partir duquel
tous les termes de la suite sont hors de [-M ;M|\ [l —e;l+¢],
soit dans | ¢ — ;¢ + ¢[. C'est exactement la définition du fait que

up, —— £ donc que u est convergente.
n——+o0o

La réciproque est triviale :si u est convergente, alors toute sous-suite
de u converge vers la méme limite donc V' (u) est réduit a un singleton.

10

5) Soient a, b deux réels tels que a < b, f: [a,b] — [a, b] continue et (uy,)
la suite définie par ug € [a, ] et, pour n € N, up1 = f(uy).
SiUpt1 — up —T> 0, supposons par I’absurde u non convergente,
n—-+0oo

c’est-a-dire que V (u) n’est pas réduit a un singleton. Soit alors v = w,,
et w = uy deux sous-suites de limites 1 # {2 respectivement. Par
continuité de f, on a g, — £y done Uy (n) 41 m f(ty),
et comme Uy (p) 11 — Ug(n) m 0, on conclut que f(¢1) = ¢;. De
méme f () = lo.

Quitte a permuter les deux sous-suites, on peut supposer £1 < fo.
Pour tout x € | ¢1 ;45 [, on trouve une infinité de termes de la suite
u dans tout voisinage de ¢, en particulier strictement inférieurs a
x. De méme on en trouve une infinité supérieurs a x, précisément
le va-et-vient entre des voisinages de ¢; et £» montrer qu’on peut
trouver une infinité de valeurs de n tels que u, < & < Up41-

Comme 41 — Un 4+> 0, pour tout € > 0, la condition précédente
n—-+0oo

impose |u, — x| < € a partir d’un certain rang. Autrement dit B(z, )
contient une infinité de termes de la suite donc z € V(u), ce qui
donne f(z) = x.

Finalement f coincide avec I'indentité sur [/ ;¢2]. Et comme la suite
u prend au moins une valeur dans cet intervalle, elle est nécessairement
stationnaire, ce qui est absurde.

Ainsi u est convergente. La réciproque est triviale.

Exercice 35 ( % % %) Soit f: z € Ry — xe™*. Il s’agit d’une fonction
de classe € de dérivée f': . — (1 —x)e™*, donc f croit de zéro & é sur
[0, 1], puis décroit de % a zéro sur [1,+oo[. On dispose du développement
limité suivant en zéro :

f(x) =2 — 2 + o(z?).

1) L’intervalle I :=,]0, %] est stable par f, et uy € I, donc u, € I pour
tout n > 1. Comme f croit sur I et vérifie Vo € I, f(x) < z, la suite
(Un)n>1 décroit strictement. Comme elle est minorée par zéro, elle
converge. Comme f est continue, sa limite £ est un point fixe de f



sur I = [0, %] Il n’y en n’a qu’un, c’est zéro, donc
lim u,, = 0.

Cette limite et le développement limité de f ci-dessus montrent que
Unt1 = fun) = up — u% + O(U%), donc que

1 1 1 1 1 ( 1
Up 1= = =

Unt1 Up  Up —u2 +o(ud) up,  up

Le théoréeme de Cesaro montre alors que la moyenne arithmétique
Vo = %(m + -+ 4 vy) converge aussi vers 1. Or V,, est une somme

télescopique qui vaut %( L _ 1) On en déduit que la suite de
1

Un+1 ui
Mni1 converge vers 1, ou encore que la suite de terme
n

terme général
o 1 s sz .
général —— converge vers 1, ce qui s’écrit encore
1

Unp, ~ —-
n—+oo n

2) Comme uf ~ n%, la série E u,, converge si et seulement si a > 1.

Exercice 37 ( % 77 7¥)
2
1) Soit (Sy) la suite des sommes partielles. Alors Ss, = n(n+3)’
1

S34n1 = m S3, = 0. Les 3 tendent vers 0, donc S, m 0.

(=D"
N

n
3) On note S, ), = Z ub. Pour tout p pair, S3,42, =

2) Non, par exemple si a,, =

Z”: 20 42
P
= = In”(n+3)
qui diverge.
p . g zn: 2P —2
our p impair, Sgp42,p = YRR
= I’ (n+3)

qui diverge.

Exercice 38 ( % ¢ 7¥)

1—un+o<un>‘1>:

, . 1
1) Par une récurrence facile, u, > 0. Alors up+1 < u, + — donc
n
N
1 1 B
Upt1—Up < —5 donc uy < up+ Z - donc (up,) est bornée, et donc
n
k=1

Uy, — 0.
n——+o0o

2) u, = ¢(1), on réinjecte : upy1 = ¢ (%) et on réinjecte : upy10 (7712)

- (L lohe(r)u konyprgd.

Exercice 39 ( % 77 )

1) Le terme général d’une suite convergente tend vers 0, donc f tend
vers +00 en +o0.

Elle n’est pas suffisante. Si ug,y1 = (n + 1) et ugy, = n(n + 1),
(1 g
et S, = 27, alors Sy, = Z

qu’alternée et u, ﬁ 400. On construit une fonction adéquate.
n—-+00o

, donc divergence bien

2) Reste d’'une série alternée, avec le CSSA : u,, T 0, uy du méme
n o

(="

f(n) -

3) Zun est une série alternée, et (uy,) tend vers 0. Montrons que

signe que

[unt1] = n| = (=1)" (w1 + )
1 2 1

= - + - + (=) (upna s + Unto)

fln)  fln+1)

< |uny3] — [untol

f(n+2)

donc (Jugnt1| — |ugn|) est croissante, or elle tend vers 0, donc elle est
négative.

Idem avec (Jugnt2| — |ugnt1l).
On conclut avec le CSSA : Z

Uy converge.

Exercice 40 ( % % %)  On formule une hypothése supplémentaire
minime pour pouvoir résoudre 'exercice : f’ ne s’annule jamais sur R,



de sorte que la réciproque g = f~! sera aussi de de classe €’!. Par ailleurs,

le caractere bijectif et continu de f de Ry dans lui-méme impose que
f(0) = g(0) = 0 et que f et g sont strictement croissantes et de limite
400 en +oo. Ces arguments seront utilisés au fil de la démonstration sans
étre systématiquement rappelés. Enfin, les séries considérées sont définies
pour n > 1. On prouve séparément les deux implications.

On suppose que Z f(ln)

sante, continue et positive, le théoréme de comparaison série intégrale

oo dt
affirme que / —— converge. Une intégration par parties sur le segment

1 f@)

[1,a] avec a > 1, suivie du changement de variable t = g(u) = f~*(u),
pour lequel dt = %, donnent

converge. Comme % est strictement décrois-

“dt_[tr ) a1 /f(@g(u)dw
) u?

e ol th oY T e i T

Comme g est positive, il en résulte la majoration suivante, ou ’on a posé

b= f(a)

b g(u) 1 9®) dt  g(b) 1 oo ¢
w2, [ Sras g [ e < st

Les intégrales partielles de la fonction positive h: u — % étant majorées,

. oo g(u) X
on en déduit que / =5~ du converge. Il ne reste plus qu’a montrer la
1 U

convergence de la série de terme général %‘). Cela ne résulte pas d’une

comparaison série intégrale appliquée a la fonction h définie ci-dessus, car
on n’en connait pas le sens de variation. On remarque que

gn) _ g(n) n+1\? g(n)

(n)

g P N
de sorte que la convergence de g =5~ est équivalente a la convergence
n

g(n)
(n+ 1)

Vn

WV

L,

n
de Z (ng_(’_%z En majorant séparément numérateur et dénominateur (g

12

est croissante et u — -3 est décroissante), on obtient :

1
gk) M g(k) R g(u)
(k+1)2_/k (k‘—|—1)2du</k 2 dw

On en déduit les majorations suivantes des sommes partielles :

—~ g(k) "+l g(u) oo g(u)
kZ::l m < /1 du < /1 du,

u? u?
. g(n)
qui prouvent que E m

converge.

VEk > 1,

n
converge, et finalement que E @
n

;. gn s s
Réciproquement, on suppose que E (—2) converge. Comme précédem-
n
- P 1 L
ment, on montre que la série de terme général % (ou de terme général

0 7‘:72))2, ce qui revient au méme) converge. La minoration suivante

n+1 n+1

" u? n2 n2
L . oo g(u)
permet d’en déduire que l'intégrale / =5~ du converge. On montre
1 U

Too dt
ensuite que / m converge en reprenant la relation Vb >
1
9(b)  dt b 1 b
g(1), / _ 9 (b) — + / &ZL) du établie dans la premiere
v S 0 ) Jre)
partie. Cette fois, pour montrer que les intégrales partielles de % sont

majorées, il faut de plus prouver que &bb) est bornée au voisinage de l'infini.

(b)

On va en fait montrer que QT est de limite nulle en 400, en utilisant une
technique a la Cauchy.
oo g(u)

oo g(u)

=5~ du converge, son reste R(b) = =5~ du est
u u

défini et tend vers zéro quand b tend vers l'infini. Alors, comme g est

Comme

décroissante et positive et comme u +> T}? est décroissante,
1 g(b) b g(b) 20 g(u)
0< - = du < du = R(b) — R(2b),
4 % b /b (2b)2 ! b u? " ( ) ( )



et le théoréme d’encadrement prouve la limite annoncée. Une fois que la

too dt
convergence de / m est établie, il suffit d’appliquer le théoreme de
1

comparaison série mtegrale a la fonction positive décroissante 1 7 pour en

déduire que Z m

converge.

Exercice 41 ( % ¥r ¥%)  On remarque que la suite (v,), est croissante
et donc minorée par vg = 1. De plus, v2 + u, = (2v,41 — v5)?%, donc

Uy = 4vp41 ('UnJrl - Un)-

On a donc 0 < 4(vp4+1 — vp) < up. Par comparaison entre séries a termes
positifs, on en déduit que, si la série Zun converge, il en est de méme
de la série de terme général v,11 — vy, ce qui équivaut a la convergence
de la suite (vy)n.

Réciproquement, si la suite (v,), est convergente, elle est majorée
par sa limite £ et 0 < u, < 4¢(v,41 — vy). La convergence de la série
Z(vn+1 — vy,) entraine donc celle de la série Z“”

" In(k
3o )

k=1
utilise une comparaison série intégrale appliquée a la fonction f: t — ( )
de dérivée f':t— 1= lnt . Voici le tableau de variation de f sur R*

Exercice 42 ( % % %)  Pour n € N* posons S, = . On

Y

x 0 e 400
f(x) + 0 -
flx) | —oo 7 et N\ 0

Cette fonction est décroissante sur [e, +oo[. Pour tout entier k > 3 et
t € [k,k + 1], on peut donc écrire que f(k+ 1) < f(t) < f(k) puis, en
k+1
integrent sur [k, k+1] : f(k+1) < / f(t)dt < f(k). On somme de
k
k=3a

(n — 1) avec n > 4, et on obtient par la relation de Chasles

13

n—1 n—1

Z flE+1) < /n f(t)dt < Z f(k). On a donc a ce stade :
k=3 3 k=3
Su— 1) = h@) = k@) < [ B

D’ou, pour n >4 :

an = / F(#) dt+F(1)+F(2)+f(n)

< Sn = f(1) = h(2) = h(n).

<Su< [ 1 " P At F()+F@)+£(3) =
3

n] 1 1
D’autre part, / In(®) dt = [ In?(1)]} = 5(1n2(n) -

, 3 t [2
In 2(n) et b, ~ M quand n — 4oo0. En divisant par cet équivalent
commun, et avec le théoreme d’encadrement, on obtient

an(n)'

" too 2

In?(3)), donc a,, ~

Exercice 43 ( % % 77)  Le développement limité de f en zéro a I'ordre
1 sécrit f(t) = f/(0)t 4+ tO(x) =t + t6(t), ou € est une fonction de limite
nulle en zéro. On en déduit que
( ) - n+1 n
- 2n

Z + Z
avec v, = Z — 0| — |. Montrons que la suite de terme général v,

Un,
=1
2 2
—n n
converge vers zéro. Soit ¢ € RY.
t € [0,af, on ait |0(t)| < €. Posons N = EJ Alors, pour tout n > N, on

a%<a7donc%

pour tout n > N,

Il existe a € RY tel que, pour tout
€ [0, a quel que soit 'entier k entre 1 et n. Par suite,

"ok
2

9<k‘>‘<n—l—1
n? 2n

On vient de montrer que v converge vers zéro, donc que u converge vers
1

3
Exercice 44 ( % % 77)

|[on| < e <Ee.




1)

2)

3)

Par linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (aj,...,ay) et

bi,....bn), avec a = —— et by = \/ux, on obtient
Vi

Exercice 45 ( % % 77)  Posons f(t) = (Int)? pour tout t > 1.
On définit ainsi une fonction continue et croissante. Par suite,

n n nin + 1 n k2
=S o= k="0E < S iy = | S
k=1 k=1 Uk
On en déduit en élevant au carré que

2
(n+1) <
n
4 Z Up
k=1
On calcule par ailleurs

1 (n+1)2 1

k+1 n
= / f(t)dt pour tout k > 2, donc / f(t)dt <
k

U
d,;:lU ne intégration parties fournit une primitive de f :
s’aglt de t—Int(tlnt —t) — (tlnt —t) + ¢t. On en déduit alors que

n(lnn)?

Qp, ~
n—-4o0o

Alors é ~ g(n) avec g(t) = m Une primitive de g est ¢ — —ﬁ,
qui montre que g est intégrable sur [2, +oo[ : comme g est par ailleurs dé-

croissante, le théoréme de comparaison série intégrale affirme que E g(n)

ce

€3t c—k—)ﬂvergente On en déduit que Z — converge

1 1
Op—0np41 + - 5
Un+1 n

On obtient alors

n < 2n+1

x + =
(n+1)2 ) kz:; (n+1)2" upy1  Upyr

(n+1)2 an:
Exercice 46 ( % % 77)

1); Pqur z fixé, on dérive par rapport a y la relation qui définit les

(n+1)?2 22n+1) 2(2n+1)
— - = X (1 1) = 1) " <2 ap—ape1 + mflo ctions f € &. Comme fy(ii@) me;fy)g, on obtient bien
Z U 2 Z Uk 4 Z U
k=1 k=1 k=1 22 2x /
Vie.y) € (B}, (2L = 1.
. 1 s (+y)?" \z+y 2
Dans le cas ou Z — converge, on en déduit que
Un,
N N 2 La fonctlon homographique = 2%?1 est continue et strictement
VN € N* Z a1 — an1 + Z 1 a1 + Z CLOjS té sur [0, A], vaut zéro quand = = 0 et vaut A quand z = A.
’ 1 i " 1 Untl 1 Unt1 ) Elle fédlisa donc une bijection de ]0, A[ sur |0, A[, ce qui justifie, pour
Pt b tout ¢ €10, A[, 'existence et I'unicité de x €]0, A[ tel que 2_"’1“;‘21 =t.
11 suffi la fi i : 2!
puisque a1 = % La suite des sommes partielles de la série a termes 3) Il suffit de montrer que la fonction u: ¢ — 17 f'(t) est constante sur

positifs E PR est donc majorée, donc cette derniere série
ul DY u

n
converge. On en déduit aussi que, dans ce cas :

227

“+oo

Zm-ﬁ-
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tout intervalle du type |0, A[ avec A € R’.. En effet, si A et B sont
deux éléments de R, et si C4 et Cp sont les valeurs constantes de
u sur |0, A[ et |0, B] respectivement, alors u vaudra a la fois C'4 et
Cp sur |0,min(A, B)[, donc C4 = Cp, ce qui prouve qu’il existe une
constante universelle C' telle que © = C' sur tout intervalle de la forme
]0, A[, donc que u est constante sur R .



1)

Soient donc A € R et ¢t €]0, A[. Si x est I'unique réel défini a la
question précédente, alors
4 Ax? f
)2

(x+A

2z A

u(t) = £21/(t) = ==

) =24

d’apres la question . On a bien prouvé que u est constante sur
10, Al

Analyse. Soit f € &. D’apres ce qui précede, il existe une constante
C telle que f'(t) = t% pour tout ¢ > 0. On en déduit qu’il existe
une constante D telle que f(t) = D — % pour tout ¢ > 0. Quitte &
changer le nom de la constante C, cela revient a dire qu’il existe deux
constantes C' et D telles que f(t) = D + % pour tout ¢ > 0.
Synthese. Soit f:t € R} — D + % Pour que f soit a valeurs
strictement positives, il faut que D > 0 (faire tendre ¢ vers +00) et
que C' > 0 (faire tendre ¢t vers zéro). Si D = 0, il faut de plus que
C >0etsi C=0,il faut de plus que D > 0. On vérifie aisément que
ces conditions suffisent :

22\ {(0,0)}.

En d’autres termes, @ est le quart de plan positif de R?, privé de

(C,D)e@:=(RL xRy)U Ry xRY) =(R

l'origine. Par ailleurs, pour tout (z,y) € (R%)?,
f( 2y > D4 Clzr+y)
T+y 2xy
D C D C C
flz) fy) _D_ € D ¢ _p. (fv+y)7
2 2 2 2x 2 2y 2xy

ce qui achéve de prouver que f appartient & &. En conclusion,

:{fecgl(R:,Ri), 3(C,D)eQ, VteR:, f(t):D+(t7},

On raisonne par analyse et synthese, en suivant les mémes idées que
ci-dessus (les démonstrations seront abrégées).

Analyse. Soit g € .%. En dérivant la relation qui définit g par rapport
a y pour z fixé, on obtient V(z,y) € (R})?, 3¢/(%Y) = 1¢/(y), donc
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g (x+y) d'(y). On en déduit que ¢’ est constante sur R* , donc que

g est affine : il existe deux constantes C' et D telles que g(t) = Ct+ D
pour tout ¢ > 0. Comme g doit étre a valeurs strictement positives,
il faut que (C, D) € Q.

Synthese. On vérifie sans peine que les conditions ci-dessus suffisent

={ge ¢ (R,R}), IC,D)eQ, VLER], g(t)=Ct+D}.

On associe ensuite a toute fonction f € FR%,R%) la fonc-
tion g € ¢NRYL,RY) définie par V¢t > 0, g(t) = f(3). La

condition V(z,y) € (R%)?, f(i%) = M + M se traduit par
Vo) € @D gCEFE) = (o)) + (1), ou encore par
V(u,v) € (R})?, g(¥4Y) = 1(g(u) + g(v)), puisque z — 1 est une

bijection de R sur lui—méme
En d’autres termes, f € & si et seulement si g €

de retrouver & a partir de %

Z, ce qui permet

Remarque. — Exiger que les fonctions f € & et g € F soient & valeurs
strictement positives ajoute une complication inutile a ’exercice. Sans cette
exigence, les résultats se formulent de la méme manieére, a condition d’abandonner
les contraintes sur les constantes C' et D, c’est-a-dire de remplacer @) par R2.

Exercice 47 ( % % ¥¥)
de R et si g: I — R est continue et injective, alors g est (strictement)
monotone.

On démontre ce lemme par ’absurde en supposant que g est injective
et continue, et n’est pas monotone. La négation de la monotonie de g
est : il existe (a,b,c,d) € I* tel que a < bet ¢ < d et g(a) < g(b) et
g(c) > g(d). On pose alors

Lemme. — Si I est un intervalle non banal

h:tel0,1] — g((1 —t)b+dt) — g((1 —t)a + ct).

=g(b) —g(a) >0
< 0. Le théoreme des valeurs intermé-
€]0,1] tel que h(tp) = 0, soit

Il s’agit d’une fonction continue et on constate que h(0)

et k(1) = g(d) — g(c)
diaires montre l’existence de tg



g((1 —t9)b + dtg) = g((1 — to)a + cto). L'injectivité de g entraine que
(1 —t0)b+ dtyg = (1 — tg)a + ctp, donc que (1 —t9)(b —a) = to(c — d)
c’est impossible, car le membre de gauche est strictement positif alors
que celui de droite est strictement négatif.

On va montrer que f est injective. Le lemme prouvera alors qu’elle
est monotone. Pour cela, on raisonne par contraposition, en supposant f
continue et non injective : il existe (a,b) € R? tel que a < bet f(a) =

— Si f est constante sur |a, b[, alors I'image par f de l'intervalle ouvert
Ja, b est un singleton, qui n’est pas un intervalle ouvert.

— Sinon, f admet un maximum M et un minimum m # M sur le

segment [a, b] (par continuité), et 'un des deux est atteint sur |a, b|.

Pour fixer les idées, disons que M est atteint sur ]a, b[. Alors I'image
par f de lintervalle ouvert |a, b[ vaut |m, M| ou bien [m, M] suivant
que le minimum est atteint exclusivement en a ou b, ou non. Dans
les deux cas, cette image n’est pas un intervalle ouvert.

Exercice 48 (% % %)

1) La fonction f est de classe € sur [e, +oo| avec Va € e, +oo|, f/(x) =

%‘fnzx)l > 0. Ainsi f est une bijection strictement croissante de [e, +00|

Sur [£(€), 1 400 £(2) [ = [e, 00l

2) Comme f(z) = 7, on a
Vi>e o= ln{fi(lfi)) et Inz=In(fz)) - In(n(f1(z))).
Or Int — In(Int) oo Int et limy 00 f1(z) = 400 donc par
composition :

Inz =1In (ffl(x)) —1In (ln (ffl(x)>> ~

Tr—+00

In (ffl(:c)) .

La premieére relation donne alors f~1(z) = zIn(f~'(x)) ~ zlnz

quand x — +oo.

f(b).
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Exercice 50 ( % v ) L’égalité des accroissements finis permet
de prouver que f, est 1-lipschitzienne pour tout n € N : pour tout
(z,y) € R?, il existe z dans I'intervalle ouvert d’extrémités = et y tel que

fn(y) - fn(l') = frlz(z)(y - l‘), donc

En passant a la limite quand n — 400 a x et y fixés, on prouve que f est
elle aussi 1-lipschitzienne :

|z —yl.

V(w,y) €R?,|f(2) = f(y)] < |z —yl.

Cela entraine la continuité de f.

Exercice 51 ( % % ¥¥)
1) Puisque (u,) est bornée, le rayon de convergence de la série définissant
U(x) est infini, par comparaison avec la série exponentielle.
(n+1)M, donc, pour
|z|*. La regle de d’ Alembert montre que cette

Si M est un majorant de (Junl), alors |s,| <

tout z, | 32| < (kH

série majorante est de rayon infini, donc E :Jc est de rayon infini.

2) Par dérivation terme a terme, on peut écrire que, pour tout z € R :

U,(Jj) = —i_zoo - kukl 'xk—l — f Skk S]k:’ 1 k‘ 1 Sl( ) S(IE)
= (k= 1)! = (k=1
3) On va montrer que e~ *S(x) tend vers £. On a
—x —x x —x = sp— 4 k
e *S(x)—l=e"*(S(x) —te")=¢ Z T
k=0

Soit € > 0. Par hypothese, il existe un rang N tel que, pour tout
n > N, |s; — £] < §. Supposons z > 0. Alors

+oo k N

xT g

e %S(z)—l) < e~ }j\sk fz* e 1‘5 > yée_x§:|sk—€]:rk+§~
k=N4+1 """ k=0



N
Par croissances comparées, h(z) :=e™™ Z s, — £|z" tend vers 0 si
k=0
r tend vers +o0. Donc il existe A tel que, pour » > A, h(z) < §.

Finalement, si z > A,

le™*S(x) — 4] < &,

ce qui signifie que e *S(z) tend vers ¢ si x tend vers +oo.

Exercice 52 ( % % 7¥)

1)

2)

3)

Si x < 0, la série diverge grossierement. Si x = 0, c’est la série nulle.
Siz > 0, le terme général est négligeable devant la série géométrique
convergente de terme général e~™* donc la série converge. Le domaine
de définition de S est

[0, +o0l.

Ona (Inn)f(z) = e " (1—nx). Donc f, est maximale en 1. Le maxi-

-1
e . ; PN .
mum est —5— terme général d’une série divergente, par comparaison

série-intégrale. Donc la série n’est pas normalement convergente sur
[0, +o0l.

+0o0
Posons maintenant R, (z) = Z fr(z). On a
k=n

—2x
T —ka xe

Ve €)0, 400, ¥n>2, 0< Ru(z) <

S lnn
k=n

. —2z
La fonction x — = tend vers 1 en 0, vers 0 en +oo, donc est

bornée. La convergence uniforme sur |0, +oo[, puis sur [0, +00[, en
résulte.

Chaque f,, est de classe €' sur |0, +-o0 et

rooy € (1L —na)
fn(ilf) - 1Hn
Fixons un segment [a,b] de ]0, +oo]. Alors
—na 1 b
vrefad), |l <ot

Inn

Slnn(l—e )
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4)

1)

Le majorant est le terme général d’une série convergente (par crois-
sances comparées), donc Z f,'L est normalement convergente sur tout
segment de 0, +-o0[, d’out il résulte que S est de classe € sur |0, +ool.

+oo
On a S(0) =0, et Vz €]0, +o0], 5@ — Z

T

e—n$

. Alors

o Inn

Sz) _ Lene
> .
x nz::Q Inn

VN > 2, Vz€]0,+o00],

N
1
Soit A > 0. La série étant divergente, il existe N tel que E o > 2A.
n
n=1

Pour un tel N,

Va €]0, 4o00],

N —nx
) e 1 _ . .
Or on a lim,_,+ ;(m - m) =07, donc il existe a > 0 tel que
vz €0, a ivj(e_m L > A Alors Vo €)0,af, 52 > 4
x a — — > —A. Alors Vz €]0,q], > A, ce
T 2= lnn Inn I
qui signifie que
S
lim (z) = 400,
z—0t T

donc que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 53 ( % 77 )

Si0<x<1,alors 0 < fp(z) < 2™, donc la série de terme général
fn(x) converge. Si z > 1, la suite de terme général ne converge
pas vers zéro (vers % six =1cetvers1lsiz > 1), donc la série
correspondante diverge.
Finalement, Z fn converge simplement sur [0, 1].

n=0



2) Les f, sont de classe €, avec f!(x) = &

m > 0. Par suite, f, est
croissante sur [0, 1[.

On fixe a €]0, 1[. Comme f,, est positive et croissante, on a

£l 2 = fula),

ce qui montre que Z fn converge normalement sur [0, a]. En revanche,
n=0
0,1
comme | f, | =
[0,1].
La réponse a la question posée est donc
dans [0, 1] tel que sup ] < 1.

fn(1) = %, il n’y a pas convergence normale sur

: sur tout intervalle I contenu

Exercice 54 (% % %)

1) L’hypothese f € €*(]0,1[,R

2)

) et le théoreme fondamental de 'inté-
gration montrent que, pour tour (z,y) €]0,1[%, on a f(z) — f(y) =

/ f'(t) dt. En supposant x < y, I'inégalité de Cauchy-Schwarz en-

traine alors que

L’inégalité reste valable si x > y (en échangeant leur roles), et s’étend
aux valeurs de z et y dans {0, 1} par continuité de f sur le segment
[0,1]

Y(w,y) € [0,1%,  [f(z) — fy)l <

En écrivant I'inégalité de Holder ci-dessus pour la fonction f, a (z,y)
fixé, et en passant a la limite quand n — +o0, on obtient que g est
elle aussi %—héldérienne :

|z —yl.

V(z,y) €0,1%, |g(z) — g(y)| < \/lz —yl.

Soit € € R%.. On choisit un entier N € N* tel que % < %, ce qui est

possible, et on subdivise le segment [0, 1[ par les points d’abscisse %
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pour k € [0, N]. La convergence simple de (f,) vers g montre que,
pour tout k € [0, N], il existe n; € N tel que, pour tout n > ny, on
ait [f(£) — g(£)| < 5. On pose n* = maxo<g<n 1y : cet entier ne
dépend que de .

Pour tout n > n* et tout x € [0,1], on majore la distance entre
fn(x) et g(x) comme suit, ou k est un entier dans [0, N] tel que
1

z € [£, 21] (il en existe un ou deux)
1a0) = 90| < [fu) ~ £ ()| + |5 () =9 ()| + o () ~ 9@
()
vl (w) o (vl

N
k k
< ﬁ + In N g N <¢,
la derniére majoration venant de ce que n > n*. On a bien démontré
que la convergence de la suite (f,,) vers g est uniforme.

On dérive, on obtient f/(z )+/ +af(x) —

xercice 56 ( Kk 77 77)
t)dt| < \// f’2 dt\// dt < \// f/2 / ffz\) %0 %61t MeeF Yk 0 avee F la primitive de f d’annulant en 0. Alors il

existe a, b € R tels que F' = a cos +bsin. Mais F(0) = 0 donc a = 0, et donc
f = bcos. Alors a:/ f=bxsinz et —/ tf(t)dt = —bsins — bsinx + b,
0 0

donc f(x)

solution.

+/ (x —t)f(t)dt = b, donc b = 1 et f = sin est la seule
0

Exercice 57 ( % % 77)

1) Les théorémes de croissance comparée montrent que t*P(t)e tend
vers zéro quand t tend vers —oo. La regle de Riemann montre alors
que la fonction t — P(t)e! est intégrable sur tout intervalle de la
forme | — 0o, z|. En particulier, I'intégrale proposée converge.

2) Soient a et x deux réels tels que a < z, et soit k € {0,...,n—1}. On
effectue une intégration par parties sur le segment [a, x|, consistant &



dériver tFt1

ef:c/ RN P <{tk+1et]f - 1)/ ikt dt) _ xk+1_ak+1671+a_(k+1)ef:p/

a

X
En faisant tendre a vers —oo, on obtient e‘m/ thtlet dt = gF+1 —
—00

X
(k + 1)67‘7:/ tkel dt, et ceci pour tout x € R, c’est-a-dire

—00
L(pk41) = pry1 — (k + 1) L(pk)-
Cette relation s’écrit aussi :

vieN, (il i) oty

On somme pour j allant de zéro a k—1, et on obtient, par télescopage :

k

Liue) = (1R (-1
j=0 J:
k "
3) La relation L(juy) = (—1)%k! Z(—l)]% montre que la matrice de L
— g!
7=0

dans (uo, . .
Les valeurs propres de L sont donc les éléments diagonaux de cette
matrice, qui sont tous égaux a 1

Sp (L) = {1}.

L’endomorphisme L n’est donc pas diagonalisable (il a une unique
valeur propre égale & 1 et n’est pas 'identité).

+oo
Exercice 58 ( % % 7¥)  On note f * g la fonction z / ft)g(x —
t) dt si elle est définie.

., ln), la base canonique de E, est triangulaire supérieure.

1) Pour z € R fixé, 'application hy: t — f(t)g(z —t) est continue et
|he ()] < [f()]]|glloc qui est intégrable donc h, aussi et

k t

j tre dt.

Vr € R,

—0o0

qui est une constante par rapport a la variable z, donc f * g est
bornée.

2) La majoration |ab| < 3(a® + b?) donne Vt € R, |h,(t)| < 3(f(1)* +

g(z —1)?). La fonction f? est intégrable, et le changement de variable

affine t = p(u) = xr—wu donne /+OO gz—t)?dt = / - g(u)*(—du) =

—00 “+o00

“+00
/ g(u)? du, ce qui prouve que t — g(z — t)? est intégrable. Fina-
— 0o

lement, h, est intégrable sur R, et de plus, pour tout z € R :

“+o00

()@ < [ 1 Ogle-t)]ldt < 5 / ;°°f<t>2dt+; / f:gm—t)?dt =

—00

Le majorant final étant une constante par rapport a la variable z, la
fonction f * g est bornée.

Exercice 60 ( % % %)  On pose
9 eitz 5 itx
h: (z,t) eR* = ——= et k:(x,t) eR"— .
(1) arep O @D 1+ 12
Ce sont des fonctions continues sur R?. Comme |h(t)| < m et |k(t)] <

H% pour tout £ € R, et comme les majorants sont des fonctions intégrables

de la variable ¢ (continues sur R et équivalentes a %4 ou t% en +00), les
fonctions f et g sont définies sur R.
On remarque que la continuité de k et la domination

V(.T,t) S RQ? ‘k(x7t)| < T 190

par une fonction continue et intégrable sur R montrent la continuité de g
sur R : voir la question |3)| pour I'utilisation de cette remarque.

rtte = va=| [ hotoai] < [T notar <ol [



1) La fonction h est de classe €2 avec Une intégration par parties consistant & dériver ¢ — te?®t et a intégrer

oo teite 1T
2t L ’: . )

on pit 2h git t— [z ainsi que I’identité / mdt = Eg(x) prouvée
V(z,t) € R?,  ——(z,t) =it—ss et (z,t) = (it)* ——5 début d : Juisent ¥

or (14 t2)2 or2 (1+12)2 ébut de cette question, conduisent a

s e s . . N . . t it +o00 1 it th p
Ces dérivées partielles satisfont les hypothéses de domination Vr e R, i(eg (@) +g(x)) = i e 4 / + itz) dr—ifl1-:
14 t2], -
oh It 0%h t2
2 R - —

V(1) € R, ’ag,‘(x’t)‘ S elt) = (1 +t2)2 ¢ ‘83:2( )| <9(t) = (1 + 201 en déduit que g est solution, sur R*, de I'’équation différentielle

linéaire du premier ordre suivante :

ol @ et 1 sont continues et intégrables sur R (équivalentes a i , oz
a t% en +00). Le théoréme de Leibniz de dérivation des intégrales a y T §y =0.

parametres s’applique et prouve que f est de classe €2 sur R, avec

‘3 ou

Ses solutions sont sur /3 = R* ou I> = R’ sont les fonctions de la

) , _[too ¢ eite Y oo {2pitx forme t — )\ke_”"z/ 4 ol A\ est une constante sur l'intervalle I, avec
V(z,t) e R%,  fl(z)=1 ﬁdt et fl(z)=— ﬁdt' k=1 ou 2. Il existe donc (A1, A2) € R? tel que
oo (1412) o (1+12) ’ a
, , Me @/ siaz <0
2) Pour établir la régularité de g, on ne peut pas faire la méme démons- % R* ="
Ok T € ’ g(SU) —z2/4 .
tration, car t — % (x,t) n’est intégrable sur R pour aucun z réel. On Age siz > 0.
commence donc par transformer I’expression de g par intégration par N
. . s (0.0}
parties, justifiée par la convergence du crochet : Comme ¢(0) = / 1itt2 = [arctant]T® = 7 et comme on a
— 0o
pite +o0 9 too  peite 9 ptoo  ppile démontré la continuité de g sur R dans l'introduction, on en déduit
Vo € R¥, )= |——sr +— ——dt = —/ e \1 = Ay = 7, et finalement que
9(z) iw(14+82)],_  iw)os (141%)? i (1+1¢2)2 A ppdie =R 7 a
Ve eR, g(x)= me T/,
On montre alors comme a la question précédente que z —
/ too et At est de classe €' sur R ot obéit & la formule de On note que cette expression prouve que g est de classe €' sur R
o (141t2)2 tout entier.
s s 1 1
Leibniz, et on en déduit que g est de classe ¢ sur R". La comparaison de certains calculs des questions [1)] et [2)] ainsi que
3) Plutot que de dériver 1'égalité g(x) = - - - ci-dessus, on la réécrit sous I'équation différentielle satisfaite par g, montrent que
+o00 eit:c
. . £ x
la forme izg(x) = 2/700 aroe dt, et on en déduit que Vz e R, f'(z)= _ig(x) = g/(z).
+oo  j42etta Cette égalité reste vraie en x = 0 (par continuité, ou par calcul
* - /
Ve e R, i(zg'(z) +g(z)) =2 /_OO (1+2)2 dt. explicite), et on en déduit l'existence d’une constante ¢ € R telle que
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f = g+ c. On détermine la valeur de ¢ par le calcul de f(0), effectué
au moyen d’'une intégration par parties sur ’expression de g(0)

too dt t too 42
=g(0) = = dt:2
™ =9(0) /m 142 [1+t t__oo+ / [
+oo dt “+oo
=2 = dt-2 -2
/_oo 1+t /_oo (1+t2) 1(0)-
On en déduit que f(0) = 5, donc que ¢ = —7 et finalement que

VeeR, f(z)= e /A g

Exercice 62 (% % 3¢) Onpose f: (z,t) € RE xR~ exp(—(w2+;—22)).
Cette fonction est paire par rapport a t, donc on étudiera F' sur R,

seulement.
—+o0

— On sait que F(0) = exp(—

(intégrale de Gauss).

— Pour tout ¢ € RY, la fonction z € R + f(x,t) est continue, pro-
longeable par continuité en x = 0" par la valeur zéro, et vérifie
0 < f(z,t) < e’ pour z > 1, donc est intégrable sur R* |
donc F(t) existe.

2 1
x*) dz converge et a pour valeur 5/7

—X
<e

On conclut que F' est définie sur
Dp =R.

Pour tout x € R*, la fonction ¢ — f(x,t) est de classe € et pour tout
t € Dp =R, la fonction = — %(m,t) = — 2 exp(—[2? + ;—22
On fixe un segment [a,b] C R . La domination locale

2b , a?
Zexp| -z - =
2 P 22

]) est continue.

of

V(z,t) € RY x 5t

0, 0] < o) =

permet d’appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parameétre.

En effet ¢ est continue sur R* , prolongeable par continuité en = 0" par

2)2 +00 400
~ (1 @ttE)R*, F'(t) = / g(x,t) dz = —2t/ exp (—
o Ot 0

la valeur zéro et vérifie 0 < p(z) < i—g, donc est intégrable sur R . Par
suite, F' est de classe €' sur R*, avec

oot 41— 1

dt 2\ dx
vog) e

Pour ¢t > 0, on effectue, dans l’intégrale ci-dessus donnant F’(t), le
changement de variable u — x = 7, qui déﬁnit une bijection de classe &’!

de R sur lui-méme, et pour lequel gg = —<% On obtient

+oo 2
VteRY, F'(t)= —2/ exp (_t2 - u2> du = —2F(t).
0 u

La fonction F est donc une des solutions sur R* de I’équation différentielle
y' +2y = 0. Il existe donc une constante réelle X telle que Vt € RY, F(t) =
Xe 2. Par ailleurs, F' est continue sur R, car les hypotheses faibles du
théoreme de continuité sont satisfaites, et grace a la domination V(x,t) €
R* x R, |f(z,t)| < ¢(z) := exp(—2?) avec ¢ intégrable sur R* . On en

déduit que F(0) =\ = @ et, par parité, que

VteR, F(t)= \fe?“'.

Exercice 64 ( % 77 )

+o0
1) fest € sur | —r,r[ et f'(x Znanx (@) =) n(n—
n=2
Da,z" >
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2)

2®(1 =) f"(2) = (1 + 2) f'(z) + f(z)

CLOZO

3) f sol de (H)@{ Vvn>1 (n-1)%(a,

a():O

De plus, la suite de terme général u,(1) est constante et vaut 1.
La suite de fonctions (uy,)nen converge donc simplement sur [0, 1]

+00 00
_ Z n(n —1)apz™ — Z n(n —1) a, " TVers la fonction caractéristique du singleton {1}, qui est continue
o o par morceaux. Par ailleurs, I’hypotheése de domination suivante est
+00 +00 vérifiée :Vn € N, Vt € [0,1], |un(t)] < ¢(1) := 1, la fonction ¢ étant
- Z napx" — Z nanpz"t + Z a,x" intégrable sur [0,1]. Le théoréme de convergence dominée s’applique,
n=1 n=0 et
e 1
—Z (n—1)anx —Z(n—l)(n—Q)an_m" &géan:/o 0dt = 0.
n=1 n=1
I LA % a) Comme la raison r = 1+— appartient a [0, 1], la suite de terme
- Z Nand Z(n — Dan—12" + an’'s général u, (t) = r" est decrmssante Par conséquent, la suite des
n=1

oo intégrales a,, est décroissante. Elle converge vers zéro d’apres

—ap + Z ((nQ Y 1) ar — (n2 —om +l%>q&}§§‘511))9,r(a , et elle est positive. La série 2:0 "a,, vérifie
— n=

donc les hypothéses du théoreme spécial des séries alternées,

=ag + Z(n — 1% (an — n_y1) 2" donc sa conclusion : elle converge. .
[e.9]
b) Il s’agit de déterminer si l'on peut écrire Z(—l)”an =
n=0

—ap-1)=0 = /! 1) 1+OO omme
| nz%/o( 1) un(8) / un(t)dt.  C

4) <1< a1 €R donc f(x Z ayz"™ alx r=1. H(—l)"unH[o%l] =1, la série de fonctions Z(—l)”un n’est pas

Yn>1 a,=1

5) On peut continuer avec la méthode de Lagrange en cherchant les sol

—x
n=0
normalement convergente. On va alors appliquer le théoreme

de convergence dominée aux sommes partielles de cette série,

x
sous la forme y(z) = 2(z) 1=z On trouve considérée sur l'intervalle [0, 1[. Pour tout ¢ € [0, 1], on pose
Vect( — x Hxlnx) Sn(t ; 1) Fu (¢
X X = —_
e 2 (0= LD
+o0 +o0 2\ "
14+t 1 2
_ _ 1)k _ _ _ _ .
Exercice 68 ( % % 7¢)  On pose uy: t € [0,1] — (#)" () = ];J( 1) u(t) = ];) ( 2 ) Tl M2 T 342
- - 2
. 114142 t 3, 2
1) On obtient ag =1 et a1 = /0 2 dt = [5 * 6]0 -3 Le dernier calcul est justifié par le fait que la raison —#
Pour tout t € [0, 1[, la suite numérique (u,(t))n>0 converge vers zéro, appartient & | — 1, 1] lorsque ¢ € [0, 1], et signifie que la suite de
puisqu’il s’agit d’une suite géométrique de raison (1+t%)/2 € [, 1]. fonctions (S,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction S,

22



qui est continue par morceaux. Par ailleurs, d’apres la question
précédente, la série Z(—l)"un(t) vérifie, a t € [0, 1] fixé, les
hypotheéses du théoréme spécial des séries alternées, donc sa
somme partielle d’ordre n vérifie I’hypothese de domination

|Sn(t)] < Juo(t)], ou la fonction |ug| est intégrable sur [0, 1].

Le théoreme de convergence dominée affirme alors que S est
intégrable sur [0, 1] (ce qui est clair) et que

—+00 n

— k —
> (Ut = tim S0tac= tim 1S

:/ S(t dt—QLfarctan(\;gﬂl—ﬂ\/g

o 9

an—1 pour n = 1, grace a une intégration par parties :

Ll e2\"
n = dt
nyl
1 2
t( +t>
2

171
:1—2n/
0

=1-2na, +na,_1.

Cette relation s’écrit encore 1—2na,+an,+(n—1)an—1+an—1 = 0.
On multiplie cette relation par ™ puis on somme pour n variant
de 1 a l'infini, en profitant de la dérivabilité terme a terme sur

3)

a) On constate que Vt € [0,1], u,(t) > t2, puisque cette inégalité
équivaut & 1 > ¢2 pour tout ¢ € [0, 1]. Par suite,

1
2n +1

1
Vn €N, an>/ 2" dt =
0

D’apres la question (a), on dispose aussi de l'inégalité ¥n €

N, a, < 1. Par suite, pour tout z € R, on a % lanz™| <
n
|z|™. Les deux séries de termes généraux 2|m‘+

convergentes si et seulement |z| < 1, on en déduit que

7 et |z|™ étant

b) On commence par établir une relation de récurrence entre a,, et

I'intervalle ouvert de convergence | — 1, 1[. On obtient
+o00 +o0 +o0
Z " — 2z Z napz™ !+ Z anz"
n=1 n=1 n=1

+00 T
+ 22 Z(n —Dap_12" 2 +x Z Ap_1z" !

n=1 n=1

+oo —+o00 —+o00
= Z z" — 2z Z na,z" " + Z anx™ + ag
n=1 n=0 n=0
“+o00 —+o00
+ z? Z napz™ t +z Z anx”
n=0 n=0

o
1=z
=0.

—2zf'(x) + f(z) =1+ 2 f'(2) + 2 f(2)

On peut réécrire cette relation sous la forme

1-2z
1—z

Veel-1,1], z(x—-2)f'(2)+ (z+1)f(z) =
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Exercice 69 ( % % i) La fonction ¢ ne s’annulant jamais, il est Le point (0,0) n’appartenant pas a D, on se contente d’étudier f au
1
’ 2

légitime de multiplier (E) par 2%. On obtient alors voisinage de (—%,1) € D. On pose v = —% + h et y = 1 + k. Alors
1 1 3 1 1
!0 — _ P - —
27T 1 20y = 0. f(m’y)_(2+k+2 h) +6( 2+h><2+k>
¥ 1
:(1+k—h)3+6(—4+ (h — k)+hk)
En intégrant sur [0,t], et en effectuant une intégration par parties sur le 3
premier terme, on obtient = (1+ 3k — 3h + 3k* + 3h? — 6hk — 3hk?® + 3h*k — h® + k*) — 5 t3h—:
1
N2y 1t gt N = —= +3(h* + k%) — 3hk* + 3h%k — h® + &
vVt e Ry, [(m)(u()u) +/ ¢ (u) (m) (u) du + z2(t) — 22(0) = 0. % ( )
A do 0 4 = =5 3(h + K?) = 3h(h? + k) + 3(h% + k%) + 2h° — 27
. 2 . N oy 2 1
On obtient alors z°(t) = ¢ ?(t), ou; est la constante positive z<(0) + — S 3R = h+ k) +2(R% — K.
(xgo)( () ) et h(t) = (@ )(tg) + / @' (u)(=)?(u) du est une somme de deux
0 L P . ) On en déduit que f(—3 +h, 3 +k) — f(—1, 1) ~ 3(h? + k?) quand
termes positifs, puisque ¢ > 0 et ¢’ > 0 par hypothese. Par suite, (h, k) — (0,0), donc que f posséde un minimum local en (_% %)
valeur —%.

VteRy, |z(t)] < Ve, — Etude de f sur D’

Comme D’ est une partie fermée et bornée, et comme f est continue,
le théoréme de l'image compacte (ou des bornes atteintes) dit que
f possede, sur D' un maximum global et un minimum global. On a
vu que sur D, lintérieur de D’, la fonction f ne possédait qu'un seul
extremum local et que c¢’est un minimum.

donc z est bornée.

Exercice 71 ( % % ) La partie D est ouverte (définie par des
inégalités strictes portant sur des fonctions continues de R? dans R), et
D’ est fermée (définie par des inégalités larges portant sur des fonctions

continues de R? dans R). De plus, D' est Iadhérence de D. Par conséquent, on est certain que fps atteint son maximum global

sur la frontiere de D’ : il s’agit des trois cotés du triangle rectangle

— Etude de f sur D. qu'est D'.
Comme D est une partie ouverte et comme f est polynomiale, donc — Etude de f sur le c¢oté vertical de Pangle droit.
de classe €', les éventuels extrema de f sur D sont atteints en des On évalue g1: y € [-1,1] = f(=1,y) = (y + 1)3 —6y = y° +
points critiques. On résout donc le systeme suivant : 3y? —3y+1, puis ¢} (y) = 3y> +6y —3 = 3(y> +2y — 1), dont les
racines sont —1 4 v/2. Seule la racine r; = —1 + /2 appartient
%(%y) =0 3y —z)2+6y = y = —x a[-1,1], et g décroit sur [—1,r] puis croit sur [r1, 1], donc sur
g% — = 9 s : iy -
8—y(w, y) = 0 1224+ 62 = 0 ce cOté, f atteint son minimum en (—1,77), et ce minimum vaut

0
3(y—z)?+6x = 0
1
2

— (z,y) = (0,0) ou (—, ;) g1(r) = (ﬂ)?’—fs (—1 + ﬂ) — 6-4v2 ~ 0,34 > —% = f (—; ;) :
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— Etude de f sur le coté horizontal de I’angle droit.
On évalue go: x € [~1,1] = f(x,1) = (1 — )% + 62 = —2% +
32% + 3z + 1, puis gh(y) = =322 + 62 + 3 = 3(—2® + 22 + 1),
dont les racines sont 1 £ /2. Seule la racine 7y = 1 — /2 = —1y
appartient & [—1,1], et g2 décroit sur [—1,re] puis croit sur
[re, 1], donc sur ce coté, f atteint son minimum en (rg, 1), et ce
minimum vaut

ga(re) = (ﬁ)3+6(1—\/§) =6—4v2 = gi(r1).

— Etude de f sur 'hypoténuse.
On évalue g3: x € [~1,1] = f(x,z) = 622, minimale en z = 0.

Enfin sur chacun des cotés de D', les restrictions de f atteignent des
extrema locaux aux extrémités de ces cotés, c’est-a-dire aux sommets
du triangle D’. On calcule

f(=1,1) =6, f(1,1) =6.

On conclut que le maximum global de f sur D’ vaut 6, et qu’il atteint

en les deux sommets +(1, 1), et que le minimum global de f sur D’
vaut —3%, atteint en I'unique point (—3%,1).

f(=1,1)=2 et

Exercice 72 ( % % 7¥)

1) La fonction f est polynomiale, donc de classe €’*. Son gradient en

(z,y) € R? vaut Vf(x,y) = (2x(y+1),2? + 3y?). Ses points critiques
sont obtenus en résolvant

20(1+y) = 0
22 +3y2 = 0.

dont 'unique solution est (0,0) (en effet si x # 0, il faut que y = —1,
et alors la deuxiéme équation s’écrit 22 + 3 = 0, et elle n’a pas de
solution réelle.

On examine la deuxiéme fonction partielle en (0,0)

f(ovy) - h(0,0) = f(an) = y3

ne garde pas un signe constant au voisinage de 0, donc f n’admet
pas d’extremum local en (0,0).

25

2) Le disque fermé D est (topologiquement) fermé et borné et f est

continue, donc elle admet un minimum et un maximum sur D, qui
sont nécessairement atteints sur la frontiére puisque f n’admet pas
d’extremum local. On parametre la frontiere de D (le cercle de centre
lorigine et de rayon 1) par

r = cost
y = sint.

On pose g: [0,27], f(cost,sint) = cos?t + sint. Comme ¢'(t) =
(—2sint + 1) cost, le tableau de variation de g est le suivant :

s s 5T 3T

g (t) + 0 - 0 + 0 - 0 +

ONIETIDZ SV S SR VIS B
Ce tableau montre que g atteint son maximum en § et %’r et son
minimum en 37”, donc
m = i%ff = —1, atteint en l'unique point (0, —1)

5 31 31

M =sup f = -, atteint en les deux points i, — | et —i, — .

D 4 272 272



III. Topologie

Exercice 73 ( % % 7¥)
1) Facile avec inégalité triangulaire.
2) Utiliser une suite (k,) tendant vers K(f).

3) Soit k = maxg 1) |[P'|. Avec P € €' et I'TAF, on a K(P) < k.

Soit k' < k. Avec le TAF il existe a,b € [0,1] tel que k¥’ < k =
P(a) — P(b) , /
Q5 donc k'|b — a| < |P(a) — P(b)| donc k' < K(P). Donc
on a bien k = K(P).

4) Oui, pas de difficulté particuliére.

5) f est lipschitzienne sur [0, 1], donc continue, donc |f| aussi, donc

admet max et min. Il existe a,b € [0,1] tels que ||f|| . = |f(a)| et
infio 1) | f[ = |f(b)]. Alors
— inf
1£lloc = ik [f1 = 1f(a)] = |7 (0]
< [f(a) = f(b)]
< K(f)la =0l
< K(f) car a,b € [0, 1].
L nr sizx< 1
6) Non, considérer f, : x — ) ] ™. Alors K(f,) = n et
sinon
[ fnlloe =

Exercice 74 ( % % 77)
désormais n > 2.

Sin =1, le résultat est banal. On suppose

Sens direct. On raisonne par contraposition.

On note u ’endomorphisme de C™ canoniquement associé a A. Si u
n’est pas une homothétie, on sait qu’il existe un vecteur e; € C™ tel que
e9 := u(e1) n’est pas colinéaire a ej. La famille (e1, ez) est alors libre, et
le théoreme de la base incomplete donne 'existence de eg,...,e, € C"
tels que Z = (ex)1<k<n soit une base de C". Pour tout A € C*, la famille

26

By = (Ney,ea,...,e,) est encore une base de C", sur laquelle la matrice

de u vaut
0 = * %
PR * %
Ay = 0 = * %
0 = * %

On a donc Ay € E4 et ||Ay|| = |A|, donc E4 n’est pas bornée.

Sens réciproque. S’il existe A € C tel que A = A\, alors P"1AP = A
pour toute matrice P € 4.2, (C), donc E4 = {A} est borné.

Exercice 75 ( % % 37)  On fixe arbitrairement une norme sur .#,(C),
notée || [|. Si P € 4.%5(C), on remarque alors que M € .#;(C) —
|M||p = ||P~'MP|| est aussi une norme.

On distingue deux cas.

— Ou bien A est diagonalisable. On note A; et A2 ses valeurs propres (non
nécessairement distinctes, mais non nulles) et P € 4.%5(C) telle que
P~TAP = diag(\1, M2), et alors P~ A~ P = diag(A\{ ', A5 ). Comme
| || est une norme, équivalente & || || puisque .#>(C) est de dimen-
sion finie, les suites (A™) et (A™") sont bornées si et seulement si les
suites (diag(A}, A\5)) et (diag(A]™,A5™)) sont bornées. On vérifie ce
caractere borné a 'aide de la norme M = (m; ;) — maxi<; j<2 | |

: pour cela, il faut et il suffit que les suites géométriques (A}) et
(A, ") soient bornées pour k € {1,2}, ou encore que les modules |\|
et ]/\,;1| de leurs raisons soient inférieurs ou égaux a 1. Cela équivaut
finalement a

[Ar] = [Aef = 1.

— Ou bien A n’est pas diagonalisable. Elle possede une unique valeur
propre A, non nulle, et elle est trigonalisable. Mieux, on sait qu’il
existe P € 4.25(C) telle que

A_l

0 At

P'AP = <6\ i) = Ao+E;o etalors P AP = <



La suite (A™) est bornée si et seulement si la suite ((Ala+Ej 2)") Pest.
Comme I3 et Eq2 sont permutables, et comme Fj o est nilpotente
d’ordre 2, la formule du binéme donne

_ AT op AL
(/\IQ + ELQ)” = \"I +n\" 1E172 = ( 0 \n ) .
On vérifie ce caractere borné a l’aide de la méme norme que précé-
demment : pour que (A™) soit bornée, il faut et il suffit que les deux
suites de termes généraux A" et nA" ! soient bornées, ce qui équivaut
a |[A| < 1. De la méme maniere, (A™") est bornée si et seulement si

IA71] < 1, ce qui est incompatible avec la condition précédente.

La condition nécessaire et suffisante recherchée est donc : A est diago-
nalisable et ses valeurs propres sont de module 1.

Exercice 76 ( K 77 7¥)
U —

1)

2)

3)

On donne ¢ : R? = R?, (2,9) — (zy,z +y),
{(z,y) eR*,z >y} et V = p(U).

©(U) C V découle du fait que (x —y)? > 0 donc 2% +y? + 22y > 4xy.
Réciproquement, soit (p, s) € V. Considérons le polynéme X2 —sX +p.
On sait que les racines complexes de ce polynéme sont x et y telles
que £ +y = s et xy = p. Or le discriminant de ce polynéme est
5?2 —4p > 0 donc x et y sont réelles et distinctes. Si I’o note z la plus
grande des deux, alors (p, s) = p(x,y).

On considére f : (p,s) — s? — 4p. f est clairement continue et
V= f_l(Ri), donc V est ouvert.

Les coordonnées de ¢ sont polynomiales.

Exercice 77 ( % % %)

1)

On démontre que l'ensemble E est un sous-espace vectoriel de RY.

e [l contient la suite nulle.

e Soient (x,) et (y,) deux suites de E, et A et u deux nombres
réels. La majoration (inégalité arithmético- géométrique) de
termes positifs Vn € N, |zny,| < (22 4 y2) montre que la série

de terme général x,y, converge absolument, donc converge. Le
développement

VneN, (Azn+ pyn)® = Na), + 2\pxnyn + 17y,

montre alors que la suite (Azy, + py,) est de carré sommable,
donc que E est stable par combinaison linéaire.

C’est donc un espace vectoriel.

2) La question précédente a prouvé que ( , ) est bien définie sur E2.

e Son caractere symétrique résultede la commutativité de la mul-
tiplication dans R.

e Sa linéarité a gauche résulte de la distributivité a gauche de la
multiplication dans R, et la symétrie assure alors la linéarité a
droite.

+oo
e Enfin, si (z,) € E, alors (z,x) = Zx% est positif, et n’est

n=0
nul que si tous les termes de cette somme de série sont nuls,

c’est-a-dire si (x,) est la suite nulle.

Cette application définit donc un produit scalaire sur FE.

3) L’inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

k k k
(") = (. 2)] = [tw,0* = )| < Iyllla* = 2.

Comme ||z* — z|| — 0 lorsque k — +oc, on en déduit que (y,z%) —
(y, x) lorsque k — 400.

4) 11 suffit de faire la démonstration lorsque x € F est la suite nulle, et

d’appliquer ensuite ce cas particulier & zF — z.

Soit M € R% tel que Vk € N, [|z¥| < M. Soit ¢ € R*. Comme

la série de terme général Zy% converge, la suite de ses restes est
définie et est de limite nulle : il existe donc ng € N tel que, pour



tout n > ng, on ait Z Z/n\< )
n=ng+1 M

Schwarz (notamment) permet d’écrire que

Alors I'inégalité de Cauchy-

1) L’inégalité est immédiate pour a = 0 ou b = 0. Supposons a, b > 0. On
sait que le logarithme est une fonction concave : pour tous z,y € R
et tout A € [0,1], on a

400 n0 400
(y, z1,)| Zlynllzk|+ Soownh| <D lwallail + ] YD vk
n=ng+1 n=0 n=ng+1
no . c +o0 )
<Yyl + 5oy Do (2 Z\ynl\w |+ 537
n=0 2M n=0

Pour chaque n € [0,n¢], il existe par hypothése un entier k, tel

que, pour tout k > ky,, on ait |zF| < m

< ng}. Alors pour tout k > K, on a

On pose K =
max{k,, 0 <n

™

|(y, z1)| <e.

g
n +*
Z o Sy ¥ D 1) 2

Exercice 78 ( % % 7c)  On dit que T est un opérateur positif. Comme
il est linéaire, il est croissant, au sens ou

Y(f.g) € E?, f<g=T(f) <T(g).

En effet, I'hypothese est que g — f > 0, donc T'(g — f) > 0, c’est-a-
dire T'(g) — T(f) > 0 par linéarité de 7. On note 6 la fonction de E
constante égale a 1, et on pose K = T'(#). Le caractére croissant de f et
lencadrement Vf € E, —|/f|locf < f < || f]loof prouvent que

ViEE, —K|flo<T(f)<K|fl,
donc que Vf € E, |T(f)| < K||f|loo- La linéarité de f donne immédiate-
ment
V(f,9) € B2 |T(f) =Tl =1T(f = 9)| < K|If = gll

donc T est K-lipschitzienne.

Exercice 79 ( % % %)

+o0

Aln(z) + (1 — AN In(y) < In(Azx + (1 — N)y).

> (=)’ 1

n=ng+1

k kY, = b?, ce qui donne 1 ln aP
ekl < Z|yn|| i d (a?) +
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Comme p > 1, le nombre A = 5 appartient & [0,1] et 1 -\ = 1—7 =7
On applique alors l'inégalité de concavité ci-dessus a x = ap et
LIn(b?) = In(ab) < In(% +2). 11

ufft & appliquer la fonctlon exponentlelle (croissante) pour obtemr
I'inégalité voulue :

al bl
ab < —+ —-
p q
2) D’abord, si ||f||, et ||g]l4 existent, alors grace a I'inégalité précédente,
ona P Iy
e, 0< g < L 1

Par le critéere de comparaison des intégrales de fonctions positives,

“+oo
on a donc / f(t)g(t) dt qui converge, donc ||fg||1 existe, et vérifie
0

P q
[ fglli < ”];”p + ”gq”q. Appliquant la méme majoration & u = W
et v = m, on a par homogénéité des normes p et g, |lull, = 1 et
[v]lq = 1, donc |luv|; < L + 1 =1. Or par homogénéité de la norme

p q

1 cette fois, ||uv||1 = “‘J”P””qu

1fgll <

donc on a bien

£ 1lp llgllg-

3) La fonction F' est continue sur R* par les théorémes généraux, et

aussi en 0, car u: x — / f(t) dt est dérivable en 0, de nombre dérivé
0
f(0). D’ou le développement limité u(x) = / f(t)dt =z f(0) + (z),
0
et donc F(z) = f(0) + (1).
X X
Soit X > 0. On a / F(x)Pdz = / :L'_pu(x)p dz. Procédons & une
0

intégration par parties.



€t sur |0; X, et ‘7”11__; uP(z) = {2, FP(x) — 0 quand = — 0 puisque IV. Probabilités

F' est continue en 0. D’ou 1’égalité et la majoration

X p _Xl_p PIY)_ Xalp p— P X p— ige 83 ( Kk ¢ ¥¥)
/0 F(x) dx—l_pu (X)/O 1_ppf(ac)u 1(x)da:<p_1/0 F 1(}}2&(%35,

puisque )il__ppup(X ) < 0. Or en procédant sur [0;X | comme sur
R, dans la question précédente, on montre que pour deux fonc- n
Sn 1 .

. . L X E(— :—ZE(XZ-) par ind

tions a et b continues, positives sur [0; X |, on a / a(x)b(z) dz < n n =
X X 0 1

(/ a?(z) dx)l/p(/ b?(z) dz)'/?. Appliqué & a = f et b= FP~1 il =_np

0 0
vient =p

/X FPH (@) (2) da < </0X fP(x) dx) " (/OX FP(x) dm) 1/47 14 <in) = % Z V (X;) par ind

0 i=1
1
puisque (p — 1)g = p. Si f admet une norme || - ||,, c’est-a-dire si = ﬁp(l - p)
400 X +0c0
/ fP(x) dz converge, alors / fP(x)der < / fP(x)dx donc
0 x 0 0 2) Bienaymé-Tchebychev :
(/ fP(z)dx)YP < || f],- Dans ce cas, la majoration précédente
0
X . X ) g (1—p)
devient / FP~H ) f(z)dz < Hf||p(/ FP(z)dz)"? et donc P ( on —p‘ > 5) <? p
0 0 n ne?
X P X 1/ Rq : c’est aussi la loi faible des grands nombres.
| r@pde< Lo, ([ @)
0 p—1 0
3) 0< ty < ——5—.
X 1-1/ p X nhon 1 teo 1
Finalement (/0 F(x)Pdx) 1< -1 | f[lp, donc /0 F(z)P dz < Comp. série intégrale Z — de méme nature que / 5 dt
p ) nln® ) tin%¢
p 3 9+ A4 p
(p 1 1£115)". Ceci pour tout X > 0, donc 'intégrale /0+ooF(x) dz avec u = <, méme nature que / — du qui converge donc Z Up
+oo . u
converge et ; F(x)Pdx < (%Hfﬂp)p, soit v
Fl, < -2 .
1Fllp < -1 [ralrs Exercice 84 ( % 77 )

1) X(Q) = {0,1,2}
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2)

3
P(X =2)= ZP (X=2|U;)P(U;) U; = 1lére boule dans urne i

3) (X =1)= (X =1)Nn( Urne i vide )
(X =1)N ( urne 1 vide ) = tout mettre dans les urnes 2 et 3 mais
pas tout dans 2 ni tout dans 3.

2\" 1 1
P((le)ﬂ(Ulvide)):(B) ——
2n—2 on _ 9 1
doncP(X:I):WetdoncP(X:O):l—W—:gni_l:
3=t —9on 41
4)
2" —2 1
E(X)= = _|_2.3n_1

o

5) limite F(X) —2.0 interprétation : sile nombre de boules augmente,
m—0o0

peu de chances qu’il n’y ait aucune urne vide.

Exercice 86 ( % 77 )

1) X(Q)=N* Soit f:¢t >0+ 1/t f(N*) CRT. d’ou par formule de
transfert (les f(n)P(X =n) st > 0 ), la finalité des calculs justifient
I’existence :

_l’_
3

E(l/z) = %p(:)::n) Ve €] —1,1[,In(1 —z) = Z—
"= pyn
- 1__pp In(1—(1-p)) = _fl_n;p)

2) a) Par formule de transfert (termes > 0)

Ze*m’“Pk cv Vt>0car xzp =21 et 0<

et L e*t et Zpk cv d’ou Zpke cv d’ou Fu(t) cv par
majoration

b) (Hfh”IE: = pi et Zpk cv) Le ka cv normalement sur RT.

+o00 Dk

3) a) fk = 0 el / fk(t) dt = —
0 Tk

b) On met en oeuvre le th ITT.

k
Les léres hyp : Ok et E / |fx] = E PE o v d’ou, par
k>0 k>0 Uk

oo R [ X pe
th, erjl el F)\:Z</ fk<t)dt> = - =
0 0

k=0 k=0 ¥
E (i) par transfert.
4) z~%(p) X(Q)=N*"C][l,+o0[.
Vi > 0, fx(t) = —ioe_tkp(l — p)kt =
pe tlp)_t (car‘(l —p)e*t‘ < 1)
d’ou / F,.(t)dt = [ln (1 —(1—p)e _tﬂz:(:roo = —1p_lnpp on

retrouve bien Q1.

Exercice 87 ( % 77 )
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1)
(X,Y)(9) € (N*)?
PX=pY=q)=0 sip<yq

=PX=p|Y=qPY=q) sip>gq

Sachant (Y
et avoir p — q.

= q), réaliser (X = p) c’est chercher le rang du ler face

N | —
N
N =
N~

7

—
N | =

P(X =p,Y =q) = <>p_q_1 .

2)
P(sz)—ip(X—nY—Q)
S0
o-n ()
3) E(X Zp —1) <1> :

On connalt

1 iy
_ n
1—zx - Z €
n=0
1 ™= )
= nx"
et
2 =

A

donc

Exercice 88 ( % 77 )

1) Non, P(S, < N) #0, P(T,, = N) # 0, mais P(S,, < N,T,, = N) = 0.

o[ s

le second événement est inclus dans le premier. Donc P(T,=k) =

P xe k) -p(fyns ) = (VY (N )"

Alors

2) Soit k € [1, N]. Alors [T,, = k kE+1|,et

3) Tous les termes de la somme précédente tendent vers 0, donc
E(T,) —— 1.

n——+o0o

P
Exercice 91 ( % % %)  Pour p € N*, on pose S, = Z X}, et, pour
k=1

tout k € [1,n], on pose M}, = E(?—:) Par positivité des Xy, la variable
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aléatoire ) = ‘Z—m vérifie 0
P

SQ<1
espérance (ceci est indépendant du fait que les X} ont une espérance
ou non), et la question a un sens. Il en est de méme pour les variables

aleat01res . La linéarité de I’espérance permet d’écrire que

X
E(Q ZE<X1+

)

: elle est bornée, donc posséde une

Admettons un instant que M;
linéarité de ’espérance, on a

= M; pour tout (i,5) € [1,n]?. Alors, par

an:M1+---+Mn:E<§”> =E(1) =1,

donc My = %, et on conclut que

E<X1+---

—i—Xm)m
X+ a

+ X n

Il reste donc a montrer que M}, ne dépend pas de k. Les variables aléatoires
X étant implicitement supposées discretes, on note 2 la partie au plus
dénombrable de R* qui est leur image commune : c’est légitime, car
les X} sont identiquement distribuées. Le théoreme de transfert, puis
I'indépendance, permettent d’écrire (pour autant qu’on puisse manipuler
de telles sommes)

() -

Comme X; et X; ont méme loi, on remplace les termes P(X; = x;) et
P(X; = xj) par P(X; = z;) et P(X; = x;) respectivement, puis on
change de variable (u; = xj, u; = z; et u, = xj, pour les autres indices)
pour obtenir

X\ n
E<Sn)_ Lt +un1;I

en utilisant de nouveau l’'indépendance.

>

T
S P (X =) =
14+ 4z, (1, Tn)EXL™

X X
(@1, ) €2 L

by

(u1,.- 7un)e'[n
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Exercice 92 (% % 7¢) La premiere inégalité est classique : on introduit
B = Ap \ (U2} A;). Les By, sont 2 & 2 incompatibles, P(By,) < P(Ag) et
r_1Br =U}_, Ay donc

n n LRI n n
P <U Ak> =P (U Bk.> TV ST p(By) < 3 P(Ay),
k=1 k=1 k=1 k=1
Pour l'autre inégalité, on utilise ce qu’on vient de montrer :
n n . n - n
P(ﬂAk>:1—P<UAk>>1— P(Ak)zl—n—i-ZP(Ak),
k=1 k=1 k=1 k=1

d’ou le résultat.

Exercice 96 ( % % %)

1) Pour tout z €]0, R, la substitution y = 0 donne G(z)G(0) = 3G(x).
Comme G n’est pas identiquement nulle, on en déduit que

2) Pour z €] — R, 0[, on a donc G(2)G(0) = 3G(—z) soit G(z) = G(—z).
La fonction GG est donc paire, et en particulier tous ses coefficients
d’indice impair sont nuls, soit pour tout k € N, P(X =2k + 1) =0.

&et gé iver par rapport a x, pour obtenir la relation

x; 3) Lﬁ{){n n G est strictement positive sur [0, R[, on peut passer au
h

G'(z) B zG’ (\/wQ + y2) '
G(x) /2?1 42G (\/x2+y2)

En substituant = par 1, comme G(1) = 1, on obtient G'(1) =

%’ m < R. Autrement
dit

pour tout y tel que 1 <

vz € [1, R, GG/<(“;)) = G'(1).




4) L’équation différentielle précédente se réécrit G'(x)

—zG'(1)G(x) =0,
donc sur [1, R, la fonction G est de la forme z — Ae@(M7*/2 La
valeur G(1) = 1 donne A = e~¢"(1)/2,

Comme G est développable en série entiere et coincide sur un intervalle
non trivial avec la fonction z — Ae@ (D2*/2 elle méme développable
en série entiere, ces deux fonctions sont égales. La condition G(0) =
% = )\ donne donc

2_
eln 2(z*—1)

G'(1)=2In2=E(X) et VzeR, G(z)= =271,

On obtient en dérivant G/(z) = zIn2 - 2% puis G’ (z) =In2- 2% +
242(In2)2 - 2°° pour tout = €] — R, R, donc
V(X)=

G"(1)+G'(1) - G'(1)> =4In2.

Exercice 97 ( % % %)

1)

2)

Les 0, = P(T' =n | T > n) appartiennent a [0, 1] car ce sont des

probabilités.

Supposons que, pour un certain n, on ait 8, = P(T'=n |T > n) =

P$>Z§ = 1. Alors P(T =n) = P(T > n) et donc P(T >n+1) =

P(T >n)— P(T =n) =0 ce qui a été exclu. On en déduit que
0,=P(T=n|T3>n)el01].

Par définition d’une probabilité conditionnelle, 6, = P(T' =n | T >
P(T= P(Tzn)—P(Tzn+1 P(T>n+1 .

n) = PET>Z§ = & >7;3)(T>(n)>n+ ) =1 - %. Il en résulte que

% =1 —6,,. On peut alors écrire que (le produit ci-dessous

est télescopique)

P( - > PTzk+1) _ nt
P(T>n)= 1—0g).
Comme P(T > n) est le reste d’ordre n — 1 de la série convergente

k), il tend donc vers 0 quand n — +o0, ce qui implique

> P(T =
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3)

que In(P(T > n)) — —oo quand n — +oo. D’apres l'expression
ci-dessus de P(T > n), il en résulte que

n—1 n—1
In k];[ou —0) = ];)m (1=0) — —oo,

donc Zln(l — 0) diverge. On raisonne alors différemment selon la
limite de (6y)
— Silim @ = 0 alors In(1 — 6;) ~ —0; et par équivalents de signe
fixe, ZGk diverge.
— Si la suite () n’a pas zéro pour limite (en particulier, si elle
n’a pas de limite), alors Z 0y diverge grossierement.
Réciproquement, soit (6,,) une suite d’éléments de [0, 1] telle que la
série Z 0,, diverge.
On pose ug = 1 et pour tout n > 1, un+1 (1-
est bien définie (on a alors u, = [[{Z5(1 — 6;)).

— Par produit des termes dans |0, 1], tous les u, sont dans |0, 1].

0 )uy,. La suite uy,

— La suite (u,) est décroissante
n—1
= Z In(1 — 6;) — —oo quand n — +o0, car c’est
k=0
une série & termes négatifs divergente (méme distinction de
cas qu’avant de la divergence ou grossiere divergence avec la
comparaison par équivalence lorsque le terme général tend vers
0). On a donc u, — 0.

— On a In(uy,)

Il reste a poser
VneN, pp=up—Uns1.
— Le nombre p,, est positif car (u,) est décroissante.

— On a p, = up — Upt1 < up < ug =1, car les u,, sont dans |0, 1]

et (uy) est décroissante.
+oo
— Par télescopage et puisque lim u,, = 0, Z P = ug = 1.
n=0



Un résultat du cours assure qu’il existe alors une variable aléatoire T’ Son espérance et un équivalent de cette derniere sont donnés par

a valeurs dans N telle que Vn € N, P(T,, = p,,), ce qui implique que n
PT'>2n)=uy,>0et P(I'=n|T >n) =0, pour tout n € N par E(T,) = EZk(n—k‘) _2 (nn(n—i—l) _ n(n+1)(2n+1)) _ntl (n— 2n +
construction. n? =1 n? 2 6 n 3
Les deux résultats sont cohérents : si I’espérance du minimum est équi-
Exercice 98 ( % 7% ¥¢)  La loi de T}, est donnée par T}, () = [1,n] et, lent 1 lle d ¢ P lente tq
ke T, Q) valente a %, alors celle du maximum est équivalente a 5* par symétrie,
pour tout & € £n(£2), donc celle de la distance doit étre équivalente a %" -3 = %
(T = k) = [(Xa = K) N (Yo > K] U[(Xn 3 k1) 0 (Y = B)]. Exercice 99 ( % % )
Par o-additivité de P et indépendance de X, et Y,,, 1) On a 09(Q2) = {%T’T, 0<k<n— 1}, avec pour tout k € [0; n — 1],
2km 1 4
1 —k+1 k1 2n—2k+1 P(6 = =%) = +. Par conséquent,
P(T, = k) = — n + +n x—:%- n n
n n n n n n—1
1 2km w(n—1)
Son espérance et un équivalent de cette derniere sont donnés par E(0) = n Z n n ’
k=0
zn: kP(T, 1 (2n+1 zn: _9 Z 12 ( (2n + 1) n(n+1) olithib BLnXbrlly suit une loi uniforme sur U,
1 n? = ] 2
_(+)En+l o E(Z)Z*Ze%ZO
6n n—+oo 3
La loi de Z,, est donnée par Z,(2) = [0,n — 1] et, pour tout k € [1,n—1], 11 vient par linéarité E(X) +iE(Y) = E(Z) =0 donc
n E(X)=E(Y)=0.
(Zo=0)= | |X =0)n(Y =1),
=1 2) On a donc Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) puisque
n—k .. .
. ) ) . E(X)=FE(Y) =0, ce qui implique que
(Z,=k) = [(Xp=9)N(Y,=i+k)]U[(X,=14+k)N (Y, =1)]. (X) (¥)
=1 n—1 n—1
1 2km 2km 1 4k
Cov(X,Y)=FEXY)=— — )sin|{ — | = — in| — | = In
Par o-additivité de P et indépendance de X, et Y,, pour tout k € ov( ) ( ) n ]CZ::OCOS( n )sm< n ) 2n prrd sm( n ) 2n
4im nil Aik / ]. _€4i7r
noq 1 Pour n > 3,onaen # 1 donc e = ————— =0, donc
P(ZnZO):ZTZ— = 1 — edikm/n
i=1 " E(XY) = 0, résultat encore valable pour n =1 ou n = 2 car alors
n—k — — ;
) o2n — k Y =0 et donc XY = 0. Finalement,
P(Z, =k) = = = (72)
=1 " " Cov(X,Y) = 0.
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3) Pourn > 3,iln’y a pas indépendance, en effet la contrainte X2+Y? =
1 donne par exemple

P(XzO,stin(%j)) :0;&P(X:O)P(Y:sin (2;))

En revanche pour n = 1 ou n = 2, la variable Y est nulle donc
indépendante de X.

Exercice 100 ( % % %) L’image de Y vaut Y (2) = N. Pour n € N*,

on a
P(Y =n) = P(X = 2n) —e—*in
(2n)!
+oo +oo >\2n—1

On en déduit que

400 \ +o0 A2n )\)\ +o0 )\271—1
EY)=) nP(Y =n)=e" Zn@n)‘ =g
n=1 ’

n=1

_ oA

n=1

De la méme facon,

e (1 +sh(\)).

Zm—e 2sh(/\).

1) On note E I'événement «M est diagonalisable dans .#Z5(R)». On a
P(E)=P(EN[Y =1])+P(EN[Y = —1]). Si on pose

2 X2 X2 X2
! 1 2 " __ 1 2
M_<22X12 et M'={ "¢y 35,

alors M’ (resp. M") est indépendante de Y. On note aussi E’ I'éve-
nement « M’ est diagonalisable dans .#5(R) », et on définit de méme
E". Alors

PE)=PE'NY =1)+PE'NY =-1)=PE)xPY =1)+P(E") x P(Y
= (1 -p)P(E') + pP(E").

Comme M’ est symétrique réelle, on sait que P(E’) = 1. Ensuite, une

matrice de la forme
a b
-b a

a pour spectre complexe {a + ib,a — ib}. Si b # 0 elle n’est pas
diagonalisable dans .#5(R). Si b = 0 elle est diagonale, donc P(E") =
P(Xy = 0) = e *2. Ainsi

P(E)=1—p+pe .

2) Une matrice symétrique réelle n’a que des valeurs propres réelles.

) oo ) e~ A T A\2n e~M\2 £ \2n—2  Daqne Jétede préeedente montre aussi que les évenements « M est
E(Y”) = Z n“P(Y =n) = 4 Z (2n(2n — 1) + 2n) (2n)! = Z (2n — 2)! Zﬂiaggna]g;’qifndgrﬁ!//é(ﬂ%) » et «M n’a que des valeurs propres
"il/\ ) . n=1 n=1 réelles ¥sbnt confondus. La probabilité demandée est donc celle
_ ¢ 4)‘ ch()) + € y A sh()). donnée a la question précédente.
D’ou
e M\

V(Y)=EY?) - EY)*=

(Aeh(A) +sh(A) = Ae™*sh?()))

Exercice 102 ( % 77 7¥)
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